
第七章 粒子在位置空间中的运动 VI

传播子 (Propagator)

传播子是时间演化算子在位置表象中的表示

量子态随时间的演化是由系统的哈密顿量决定的,演化形式是一个酉变换,

j (0)i �! j (t)i = U (t) j (0)i (1)

回顾有限维空间中的情形. 选择特定的表象,比如 A表象, A =
P
j aj j˛j ih˛j j. 在 A表象中,可以写出 (1)式的分量形式,

h˛j j (t)i = h˛j jU (t)j (0)i =
X
k

h˛j jU (t)j˛ki h˛kj (0)i (2)

再把 j (0)i和 j (t)i在 A表象中展开,

j (0)i =
X
i

ci (0) j˛i i ; j (t)i =
X
i

ci (t) j˛i i

则 (2)式可以写为

cj (t) =
X
k

ujk(t)ck(0) (3)

其中 ujk(t) = h˛j jU (t)j˛ki是 U (t)在 A表象中的矩阵元. 上式不过就是计算量子态在特定的基向量上的展开系数随

时间的变化,是在 Schrödinger绘景中描述量子态的时间演化过程.

考察 (3)式,可以说,在 t = 0时刻所有基向量上的几率幅都对 t 时刻在某个基向量 (比如 j˛j i)上的几率幅有贡献. 换句

话说, cj (t)并不是由孤单一个的 cj (0)发展而来的,而是由所有的 ck(0) (k = 1; 2; � � � ; n)共同演化而得到的结果.

现在,把上面的叙述放置到位置表象中.位置表象的基向量是连续分布的 jri = jx; y; ´i.考虑量子态的时间演化,

j (t2)i = U (t2; t1) j (t1)i (4)

这里作了无关紧要的参数调整,相对于把初始时刻设为 t1.

我们希望了解 t2时刻在 r2位置的几率幅,这就需要用左矢 hr2j对 (4)式两端作内积.

hr2j (t2)i = hr2jU (t2; t1)j (t1)i

=

Z
d3r1 hr2jU (t2; t1)jr1i hr1j (t1)i

(6)

用波函数表示,

 (r2; t2) =

Z
d3r1 hr2jU (t2; t1)jr1i (r1; t1) (7)
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与前面有限维空间中的形式相比,无非是将求和换做积分而已.

不过,由于空间位置参量的介入,在理解上有了进一步的意义. (7)式的左端是 t2时刻在空间某个特定的某个位置 r2处

的几率幅,或者简单地说,在时空点 (t2; r2)上的几率幅. 右端是一个积分形式,可以说是较早的 t1时刻空间各点上的几

率幅的线性叠加,叠加系数是 hr2jU (t2; t1)jr1i.这一叠加系数可以视作 U (t2; t1)在位置表象中的 “矩阵元”.

作个类比.在波动力学中有Huygens原理:在 t2时刻空间某个点 P 处的振幅来自于较早的 t1时刻的波前上每个点的振

动传递到 P 点的振幅的叠加.

传播子的定义是

K(2; 1) = hr2jU (t2; t1)jr1i (8)

时空点 (t2; r2)处的波函数表示为

 (r2; t2) =

Z
d3r1K(2; 1) (r1; t1)

传播子在能量表象中的形式

传播子是时间演化算子 U (t2; t1)在位置表象中的 “矩阵元”. 为了使这个形象的理解更为具体,我们可以选择能量表象,

用哈密顿量的本征向量作为基向量.

H juj i = Ej juj i

这里假设哈密顿量的本征值是离散的,不过可以有无穷多个. 对于能谱呈连续分布的情形,只需要把求和替换为积分,在

下面讨论自由粒子的传播子的时候可以看到这一点.

哈密顿量的本征向量 juj i在位置表象中有相应的波函数 uj (r). 传播子被表示为

K(2; 1) = hr2jU (t2; t1)jr1i

=
X
j;k

hr2juj i huj jU (t2; t1)juki hukjr1i

上式中的 huj jU (t2; t1)juki不过是 U (t2; t1)在能量表象中的矩阵元. 如果哈密顿量不显含时间,那么

U (t2; t1) = e�iH(t2�t1)/„

于是 U (t2; t1)具有对角形式,

huj jU (t2; t1)juki = e�iEk(t2�t1) ıjk

传播子又被改写为

K(2; 1) =
X
k

u�
k(r1)uk(r2)e

�iEk(t2�t1)/„ (9)

传播子满足的方程

首先注意到传播子只负责描述从 t1时刻到 t2时刻的演化,即 t2 > t1,所以,把K(2; 1)写为

K(2; 1) = �(t2 � t1)
X
k

u�
k(r1)uk(r2)e

�iEk(t2�t1)/„

其中 �(x)是阶梯函数,当 x < 0时为零,当 x > 0时为 1.
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然后,对K(2; 1)中下标为 2的参量作用以 Schrödinger算子 i„ @
@t

�H (r2;�i„r2),其中 r2是针对 r2的梯度算子. 注意

到 @�(t2�t1)
@t2

= ı(t2 � t1),有�
i„
@

@t
�H (r2;�i„r2)

�
K(2; 1) = i„ı(t2 � t1)

X
k

u�
k(r1)uk(r2)e

�iEk(t2�t1)/„

上式右端有 ı函数 ı(t2 � t1),与求和中的指数函数一起,构成

ı(t2 � t1)e
�iEk(t2�t1)/„ = eiEk �0/„ı(t2 � t1) = ı(t2 � t1)

这里用到了 ı函数的一个性质

f (x)ı(x � x0) = f (x0)ı(x � x0)

所以K(2; 1)满足的方程是�
i„
@

@t
�H (r2;�i„r2)

�
K(2; 1) = i„ı(t2 � t1)

X
k

u�
k(r1)uk(r2) = i„ı(t2 � t1)ı(r2 � r1) (10)

上面的最后一步用到了完备性 (或封闭性)条件X
k

u�
k(r1)uk(r2) = ı(r2 � r1)

方程 (10)的解是 Green函数.

一维自由粒子的传播子

一维自由粒子的哈密顿量是

H =
P 2

2m

我们要计算的传播子是

K(2; 1) =
�
x2

ˇ̌̌̌
exp

�
�
i

„
H (t2 � t1)

�ˇ̌̌̌
x1

�
选择动量表象,有如下过程.

K(2; 1) =
Z

dp1

�
x2

ˇ̌̌̌
exp

�
�
i

„
H (t2 � t1)

�ˇ̌̌̌
p1

�
hp1jx1i

=

Z
dp1e

�ip2
1(t2�t1)/2m„

hx2jp1i hp1jx1i

=
1

2�„

Z
dp1 exp

�
�
ip2

1(t2 � t1)

2m„
+
ip1(x2 � x1)

„

�

=

�
m

2�i„(t2 � t1)

�1/2

exp
�
im(x2 � x1)

2

2„(t2 � t1)

�
(11)

这就得到了自由粒子的传播子.

设初态波函数是 Gauss波包,

 (x1; 0) =
1

(2��2)1/4
exp

�
�
x21
4�2

�
(12)

可以验证,上式位置空间中的波函数变换到动量空间后的形式也是一个 Gauss波包,具体形式是�
2

�

� 1
4 p

�e�p2�2
这里令 „ = 1
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位置算子X 的标准方差是 � ,动量算子 P 的标准方差是 1
2�

,有不确定关系

∆X ∆P =
1

2

考虑处于  (x1; 0)的自由粒子随时间的演化. 利用传播子,对 x1积分后,得到 t 时刻的波函数.

 (x; t) =
1

(2��2)1/4
1

�
exp

�
�

x2

4�2�2

�
(13)

其中

� =

�
1 +

i„t

2m�2

�1/2

图 1描绘了 t = 0时刻以及以后某个时刻的几率密度 j j2,从中可以看出几率分布随时间的扩展.

x

|y(x,0)|2

|y(x,t)| 2

图 1:初态为 Gauss波包的自由粒子在初始时刻和 t 时刻的几率密度

还可以计算谐振子的传播子,参看 Sakurai书第 2章 2.5节, Propagators and Feynman path integrals.

一个需要注意的地方: 不宜用时间演化算子的展开形式代替传播子的计算.

参看

• B. R. Holstein, A. R. Swift, Spreading Wave Packets—A Cautionary Note. American Journal of Physics 40, 829-

832 (1972).

• K. Mita, Dispersion of non-Gaussian free particle wave packets. American Journal of Physics 75, 950-953

(2007).

相干态

说相干态的目的:

• 在光学实验中,相干态很重要.

• 建立经典和量子的类比.

这里,主要讨论类比.
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与经典谐振子的类比

类比的对象是,量子谐振子的位置,动量和哈密顿量的期望值. 希望看到的是,这些期望值随时间的变化如同经典谐振子

的位置,动量和哈密顿量随时间的变化.

说到期望值,就要有量子态. 于是要找到一个特定的量子态 j i,满足上述要求.

谐振子的本征态 jni不是我们要找的量子态,因为 hnjX jni = hnjP jni = 0.

以下内容来自 Cohen书 Complement GV.

经典情形�� ��
�� ��

经典谐振子的运动方程

d

dt
x(t) =

1

m
p(t)

d

dt
p(t) = �m!2x(t)

为了将要进行的和量子情形的类比,令

x̃(t) = ˇx(t); p̃(t) =
1

„ˇ
p(t); ˇ =

r
m!

„

运动方程重写为

d

dt
x̃(t) = !p̃(t)

d

dt
p̃(t) = �!x̃(t)

定义

˛(t) =
1

p
2

�
x̃(t) + i p̃(t)

�
(14)

关于 ˛(t)的运动方程
d˛(t)

dt
= �i!˛(t) H) ˛(t) = ˛0e

�i!t

其中 ˛0是初条件,

˛0 = ˛(0) =
1

p
2

�
x̃(0) + i p̃(0)

�
(15)

相空间中的运动就是

x̃(t) =
1

p
2
[˛0e

�i!t + ˛�
0 e
i!t ] (16)

p̃(t) = �
i

p
2
[˛0e

�i!t
� ˛�

0 e
i!t ] (17)

哈密顿量是守恒量,可以用 t = 0时的 ˛0表示,

H =
1

2m
p(0)2 +

1

2
m!2x(0)2

=
„!

2
[x̃(0)2 + p̃(0)2]

= „!j˛0j
2 (18)
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引入 ˛ = 1p
2

�
x̃(t) + i p̃(t)

�
,用 ˛(t)表示位置,动量和哈密顿量,这就是以上对经典谐振子的讨论.

量子情形�� ��
�� ��

考虑期望值 hXi (t), hP i (t), hH i (t). 用升降算子表示位置,动量和哈密顿量.

X̃ = ˇX =
1

p
2
(a + a�); P̃ =

1

„ˇ
P = �

i
p
2
(a � a�)

H = „!

�
a�a +

1

2

�
接着考虑升降算子的期望值随时间的变化,

i„
d

dt
hai (t) = h[a;H ]i (t)

注意到 [a;H ] = „![a;N ] = „!a,有

i
d

dt
hai (t) = ! hai (t) H) hai(t) = hai(0) e�i!t

其中 hai(0)由初条件决定, hai(0) = 1p
2

� ˝
X̃
˛
(0) + i

˝
P̃
˛
(0)
�
.

类似地,对于升算子 a�,有

ha�i (t) = ha�i (t)ei!t = hai
�(0) ei!t

位置和动量的期望值可以表示为

hX̃i (t) =
1

p
2

�
hai (0)e�i!t + hai

� (0)ei!t
�

hP̃ i (t) = �
i

p
2

�
hai (0)e�i!t

� hai
� (0)ei!t

�
哈密顿量的期望值不随时间变化,

hH i = „! ha�ai (0) +
„!

2
(19)

与经典情形比较.

经典谐振子

x̃(t) =
1

p
2

�
˛0e

�i!t + ˛�
0 e
i!t
�

p̃(t) = �
i

p
2

�
˛0e

�i!t
� ˛�

0 e
i!t
�

H = „!j˛0j
2

量子谐振子

hX̃i (t) =
1

p
2

�
hai(0)e�i!t + hai

�(0)ei!t
�

hP̃ i (t) = �
i

p
2

�
hai(0)e�i!t

� hai
�(0)ei!t

�
hH i = „! ha�ai (0) +

„!

2

为了使得在任意时刻位置和动量的期望值都能对应于经典情形,就应该有

hX̃i (t) = x̃(t); hP̃ i (t) = p̃(t)

这就是说,我们要找的量子态 j i应该给出

hai (0) = h jaj i = ˛0
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对于哈密顿量,我们看到 (18)和 (19)存在零点能 „!
2
的差异,这是经典力学与量子力学的本质上差异.我们只能希望

ha�ai (0) = j˛0j
2

这也就是

h ja�aj i = j˛0j
2

于是有确定 j i的两个条件 (可以有相因子的差异):

h jaj i = ˛0 (20)

h ja�aj i = j˛0j
2 (21)

目前并不能说这两个条件是等价的. 如果 j i是 a的本征态,那么这两个条件等价.

现在根据这两个条件确定 j i,将看到 j i确实是 a的本征态.

相干态是 a的本征态 定义

b(˛0) = a � ˛01

以下省略 1.

b�(˛0)b(˛0) = a�a � ˛0a
�

� ˛�
0a + ˛

�
0˛0

计算 b(˛0) j i的模方,

h jb�(˛0)b(˛0)j i = h ja�aj i � ˛0 h ja�j i � ˛�
0 h jaj i + ˛�

0˛0

cf. (20) and (21)

=j˛0j
2

� ˛0˛
�
0 � ˛�

0˛0 + ˛
�
0˛0

=0

表明 b(˛0) j i的模为零,因此

b(˛0) j i = 0 H) a j i = ˛0 j i

于是,得到这样的结论:

能够对应于经典谐振子运动行为的量子态是降算子 a的本征态.

以下,用 j˛i表示 a的本征态,又称为相干态. 相干态满足本征方程

a j˛i = ˛ j˛i

在进一步讨论相干态的性质之前,考虑电磁场与谐振子的关系.

来自电磁场的考虑

无源空间中的Maxwell方程,

r � E = �
@B
@t
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r � B = �0�0
@E
@t

r � B = 0

r � E = 0

从中可以得到

r
2E �

1

c2
@2E

@t2
= 0; r

2B �
1

c2
@2B

@t2
= 0 (22)

其中 c是光速, c = 1p
�0�0

驻波

首先考虑被限制在长度为 L的共振腔中的电磁场,如图 2所示.

电磁波的传播方向设为 ´方向,即波矢 k = ke´. 这里只讨论最简单的情况: 电磁波处于简正模 (normal mode),电场方

向沿 x方向, E(r; t) = Ex(´; t)ex . 简正模指的是满足驻波条件的波,即波长 � = �n = 2L
n

, n = 1; 2; � � � ,如图 2所示,或

者用角频率表示为

! = !n =
n�c

L

2.1 Quantization of a single-mode field 11

x

y

z

L

Fig. 2.1. Cavity with
perfectly conducting walls
located at z = 0 and z = L.
The electric field is
polarized along the
x-direction.

where ω is the frequency of the mode and k is the wave number related to the fre-
quency according to k = ω/c . The boundary condition at z = L yields the allowed
frequencies ωm = c(m π/L), m = 1, 2, . . . We assume that ω in Eq. (2.5)
is one of these frequencies and ignore the rest for now. V in Eq. (2.5) is the
effective volume of the cavity and q(t) is a time-dependent factor having the
dimension of length. As we shall see, q(t) will act as a canonical position. The
magnetic field in the cavity, from Eq. (2.5) and Eq. (2.2) is B(r, t) = ey By(z, t)
where

By (z, t) =
(µ0ε0

k

) (
2ω2

V ε0

)1/2

q̇ (t) cos (kz) . (2.6)

Here, q̇(t) will play the role of a canonical momentum for a “particle” of unit
mass, i.e. p(t) = q̇(t).

The classical field energy, or Hamiltonian H, of the single-mode field is given
by

H = 1

2

∫
dV

[
ε0E2(r, t) + 1

µ0
B2(r, t)

]
(2.7)

= 1

2

∫
dV

[
ε0 E2

x (z, t) + 1

µ0
B2

y (z, t)

]
.

From Eqs. (2.5) and (2.6) it is straightforward to show (and is left as an exercise)
that

H = 1

2
(p2 + ω2q2), (2.8)

from which it is apparent that a single-mode field is formally equivalent to a
harmonic oscillator of unit mass, where the electric and magnetic fields, apart
from some scale factors, play the roles of canonical position and momentum.

Every elementary textbook on quantum mechanics discusses the quantization
of the one-dimensional harmonic oscillator. Here we take the approach that having
identified the canonical variables q and p for the classical system, we simply use
the correspondence rule to replace them by their operator equivalents q̂ and
p̂ where operators will be distinguished from c-numbers by the caret. These
operators must satisfy the canonical commutation relation

[q̂, p̂] = i h Î . (2.9)

图 2

从方程 (22)可以解出 E = Ex(´; t),

Ex(´; t) =

�
2!2m

V�0

�1/2

q(t) sin(k´); k =
2�

�
=
!

c
(23)

这里的 k和 !分别是简正模的波矢大小和角频率,省略了下标 n.

注 (关于电场表达式中的振幅) 在电场的表达式 (23)中,振幅看起来很繁杂. 之所以有如此形式,是为了将电磁场的能量

和谐振子的能量进行比较.

首先希望电场的表达式中出现具有长度量纲的量,而且,在得到电磁场能量的时候,需要计算积分

1

2

Z
V

�0E
2
x(´; t)dv

其中 dv = dxdyd´.希望得到的结果是 1
2
m!2q2. 正是为了这个目的,才有如此形式的振幅,其中,

• m是一个具有质量量纲的常数,引入该常数的目的是为了和谐振子比较.
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• q(t)是简正模的振幅,具有长度量纲. 将 (23)代入 (22),可以得到 q(t)满足的方程,

q̈(t) + !2q(t) = 0

这个方程形如谐振子的位置满足的微分方程.

注意到 (23)式具有驻波的特点: 在空间任何一点,振幅不随时间变化,保持为 sin(k´).

空腔中磁场的磁感应强度 B的方向沿 y方向, B(r; t) = By(´; t)ey ,从Maxwell方程可以得到

By(´; t) =

�
2!2m

V�0

�1/2�
�0�0

k

�
q̇(t) cos(k´)

其中 q̇(t)具有速度的量纲,令 p = mq̇,将 p视作正则动量. 磁场 By(´; t)重新表示为

By(´; t) =

�
2!2

V�0m

�1/2�
�0�0

k

�
p(t) cos(k´) (24)

空腔中电磁场的哈密顿量是

H =
1

2

l
V

dv
�
�0E

2
´(´; t) +

1

�0
B2
y(´; t)

�

=
1

2m
p2(t) +

1

2
m!2q2(t) (25)

电磁场的哈密顿量具有谐振子的形式.

行波

将上述关于驻波情形的讨论推广到行波情形. 仍然假设电磁场被限制在长度为 L的区域内,电场方向沿 x方向. 电磁波

满足周期性条件,即

L = n�; k = kn =
2�n

L
; n = 1; 2; � � �

可以从电场 E的方程 (22)出发,将电场表示为右行波和左行波的叠加. 也可以考虑矢量势A(r; t)满足的方程,

r
2A �

1

c2
@2A

@t2
= 0

选择 Coulomb规范

r � A = 0

给出A(r; t) = Ax(´; t)ex ,其中

Ax(´; t) = A(t)eik´ + A�(t)e�ik´

复振幅 A(t)由谐振动方程确定,

d2A(t)

dt2
+ !2A(t) = 0; ! = ck (26)

A(t) = Ae�i!t ; A = A(0) (27)

所以

Ax(´; t) = Aei(k´�!t) + A�e�i(k´�!t)

9



电场和磁场的表达式:

E(r; t) = Ex(´; t)ex

Ex(´; t) = i![Aei(k´�!t)
� A�e�i(k´�!t)]

B(r; t) = By(´; t)ey

By(´; t) =
i!

c
[Aei(k´�!t)

� A�e�i(k´�!t)]

电磁场的能量

H =
1

2

l
V

�
�0E

2 +
1

�0
B2

�
dv

上面的积分主要是对 ´从 0到 L积分,注意到周期性边界条件 k = kn = 2�n
L

,使得 A2和 A�2项积分为零. 然后得到

H = 2�0V!
2AA� (28)

这里的 A是 (27)式中的 A(0),是初条件. 能量是守恒量,不随时间改变,由初条件决定.

量子化

前面讨论了经典电磁场的驻波情形和行波情形.

驻波情形

Ex(´; t) =

�
2!2m

V�0

�1/2

q(t) sin(k´)

By(´; t) =

�
2!2

V�0m

�1/2�
�0�0

k

�
p(t) cos(k´)

H =
1

2m
p2 +

1

2
m!2q2

行波情形

Ex(´; t) = i![Aei(k´�!t)
� A�e�i(k´�!t)]

By(´; t) =
i!

c
[Aei(k´�!t)

� A�e�i(k´�!t)]

H = 2�0V!
2AA�

驻波情形的量子化 将位置和动量视作算子, q ! Q, p ! P . 定义降算子 (或湮灭算子) a和升算子 (或者产生算子)

a�,

a(t) =
1

(2„!)1/2

�
p
m!Q(t) +

iP (t)
p
m

�
; a�(t) =

1

(2„!)1/2

�
p
m!Q(t) �

iP (t)
p
m

�
(29)

这里,应该在Heisenberg图像中理解Q, P , a和 a�随时间的演化.给出场算子

Ex(´; t) =

s
„!

V�0

�
a(t) + a�(t)

�
sin(k´)

By(´; t) =
1

ic

s
„!

V�0

�
a(t) � a�(t)

�
cos(k´)

H = „!

�
a�(t)a(t) +

1

2

�
= „!

�
a�(0)a(0) +

1

2

�

行波情形的量子化 出现在场强和哈密顿量中的 A实际上是 t = 0时刻的 A(0),所以,令

A =
1

2!(�0V )1/2

�
p
m!q(0) +

ip(0)
p
m

�
; A� =

1

2!(�0V )1/2

�
p
m!q(0) �

ip(0)
p
m

�
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这里的 q(0)和 p(0)是初始时刻的正则坐标和正则动量. 能量可以表示为

H = 2�0V!
2AA� =

1

2m
p2(0) +

1

2
m!2q2(0)

再作量子化. 定义初始时刻的升降算子,

a(0) =
1

(2„!)1/2

�
p
m!Q(0) +

iP (0)
p
m

�
; a�(0) =

1

(2„!)1/2

�
p
m!Q(0) �

iP (0)
p
m

�
(30)

把 A视作算子,有

A =

�
„

2!�0V

�1/2

a(0); A� =

�
„

2!�0V

�1/2

a�(0);

场算子表示为

E(´; t) = i

�
„!

2�0V

�1/2�
a(0)ei(k´�!t)

� a�(0)e�i(k´�!t)
�

B(´; t) =
i

c

�
„!

2�0V

�1/2�
a(0)ei(k´�!t)

� a�(0)e�i(k´�!t)
�

Hamilton量

H = „!

�
a�(0) a(0) +

1

2

�
可以在Heisenberg图像中给出 a和 a�随时间的演化,

a(t) = a(0)e�i!t ; a�(t) = a�(0)ei!t

哈密顿量的本征态 jni被称为粒子数态. 场算子在 jni上的期望值为零,没有表现出可以与经典电磁场类比的现象.

相干态 j˛i的性质

现在讨论相干态 j˛i的性质. 首先需要知道相干态更为具体的形式,用谐振子哈密顿量的本征态 jni展开 j˛i.

j˛i =
X
n

cn(˛) jni

用 a左乘两端,有

a j˛i =
X
n

cn(˛)
p
n jn � 1i

而 a j˛i = ˛ j˛i,于是有递推关系

cn+1(˛) =
˛

p
n+ 1

cn(˛)

并且有

cn(˛) =
˛n

p
n!
c0(˛)

这表明,如果 c0确定了,那么所有的展开系数也随之确定 (有相因子的差异). 将 c0选择为正实数,并考虑归一化条件,X
n

jcn(˛)j
2 = 1

jc0(˛)j
2
X
n

j˛j2n

n!
= jc0(˛)j

2ej˛j2 = 1

11



c0(˛) = e�j˛j2/2

最终有

j˛i = e�j˛j2/2
X
n

˛n
p
n!

jni (31)

处于相干态的粒子的能量

如果观测处于状态 j˛i的谐振子的能级,那么得到结果 En = „!
�
n+ 1

2

�
的几率是

pn(˛) = jcn(˛)j
2 =

j˛j2n

n!
e�j˛j2 (32)

这是 Poisson分布. 图 3描绘了 ˛取不同实数值时的 Poisson分布.

In[3]:= prob[α_] :=
α2 n

n!
Exp-α2

In[17]:= Plot[{prob[1], prob[2], prob[4], prob[8]}, {n, 0, 100}, PlotRange → All,

AxesLabel → {"n", "pn(α)"}, PlotLegends → {"α=1", "α=2", "α=4", "α=8"}]

Out[17]=

20 40 60 80 100
n

0.1

0.2

0.3

0.4

pn(α)

α=1

α=2

α=4

α=8

In[27]:= DiscretePlot[{prob[1], prob[2], prob[4], prob[8]}, {n, 0, 100}, PlotRange → All,

AxesLabel → {"n", "pn(α)"}, PlotLegends → {"α=1", "α=2", "α=4", "α=8"}]

Out[27]=

20 40 60 80 100
n

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

pn(α)

α=1

α=2

α=4

α=8

In[28]:= Sumn2
α2 n

n!
Exp-α2, {n, 0, ∞}

Out[28]= α2 + α4

In[29]:= Sumn
α2 n

n!
Exp-α2, {n, 0, ∞}

Out[29]= α2

In[19]:= nsq[α_] := Integraten2
α2 n

n!
Exp-α2, {n, 0, ∞}

In[20]:= N[nsq[1]]

Out[20]= 1.99825

In[21]:= avn[α_] := Integraten
α2 n

n!
Exp-α2, {n, 0, ∞}

图 3: Poisson分布 (32).

可以看到,当 n � ˛2时几率 pn达到最大. 这是因为

pn(˛) =
j˛j2

n
pn�1(˛)

当 n等于 j˛j2的整数部分的时候,几率 pn(˛)达到最大值,这个几率最大的能级约为

Emost probablitistic � „!

�
j˛j

2 +
1

2

�
(33)

接着看哈密顿量的期望值

hH i (˛) =

1X
n=0

pn(˛)

�
n+

1

2

�
„!

=

1X
n=0

j˛j2n

n!
e�j˛j2

�
n+

1

2

�
„!

= e�j˛j2
�
j˛j

2
1X
n=1

(j˛j2)n�1

(n � 1)!
+

1

2

1X
n=0

j˛j2n

n!

�
„!

12



= „!

�
j˛j

2 +
1

2

�
当然,最简单的办法是,注意到 h˛ja�aj˛i = ˛�˛,从而有

hH i (˛) = „!

�
j˛j

2 +
1

2

�
与 (33)式比较,当 ˛很大的时候,

hH i (˛) � Emost probablitistic

这表明当 ˛很大时,粒子主要处于能级 Emost probablitistic.

再看看H 的标准方差.

hH 2
i = „

2!2
h˛j

�
a�a +

1

2

�2

j˛i

= „
2!2

�
j˛j

4 + 2j˛j
2 +

1

4

�
标准方差

∆H (˛) =

q
hH 2

i � hH i
2 = „!j˛j

比较期望值和标准方差,发现,当 j˛j很大的时候,有

∆H (˛)

hH i (˛)
�

1

j˛j
� 1

这同样说明粒子的能量分布比较集中.

相干态随时间的演化

设 t = 0时谐振子处于某个相干态 j˛0i,考虑随时间的演化.

j (0)i = j˛0i = e�j˛0j2/2
X
n

˛n0
p
n!

jni

j (t)i = e�j˛0j2/2
X
n

˛n0
p
n!
e�iEnt/„

jni

= e�i!t/2 e�j˛0j2/2
X
n

˛n0e
�in!t

p
n!

jni

j (t)i和 j˛0i的区别仅仅在于,将 ˛0换成 ˛0e
�i!t ,再乘以整体相因子 e�i!t/2.

j (t)i = e�i!t/2
ˇ̌
˛0e

�i!t
˛

(34)

初态为相干态的谐振子,在任意时刻的量子态仍然是相干态.

力学量的期望值

在本节一开始的时候说过,当量子谐振子处于相干态的时候,力学量的期望值可以与经典谐振子类比. 现在看来,只需要

让 a的本征值 ˛等于经典谐振子在 t = 0时刻的 ˛0 (关于经典谐振子的 ˛(t)和 ˛0,见 (14)和 (15)). 因此,令量子谐振子

的初态是相干态 j˛0i,在 t 时刻,谐振子的量子态由 (34)式给出. 现在计算 t 时刻力学量的期望值.

13



位置算子X 的期望值,

X =
1

p
2ˇ

(a + a�); ˇ =

r
m!

„

hXi (t) = h (t)jX j (t)i = h˛0e
�i!t/2

jX j˛0e
�i!t/2

i =

r
2„

m!
Re
�
˛0e

�i!t
�

(35)

动量算子 P 的期望值

P = �
i„
p
2
ˇ(a � a�)

hP i (t) = h (t)jP j (t)i = h˛0e
�i!t/2

jP j˛0e
�i!t/2

i =
p
2„m! Im

�
˛0e

�i!t
�

(36)

回顾经典谐振子的位置和动量,即 (16)式和 (17)式,可以看出经典和量子的类比.

不确定关系

相干态满足最小不确定关系. 在 (34)式给出的 t 时刻的量子态 j (t)i中,X2和 P 2的期望值分别是

hX2
i (t) =

„

2m!

�
4
�
Re(˛0e�i!t )

�2
+ 1

�
hP 2

i (t) =
„m!

2

�
1 � 4

�
Im(˛0e

�i!t )
�2�

结合前面得到的期望值,有标准方差,

∆X =

r
„

2m!
; ∆P =

r
„m!

2

它们与时间无关. 不确定关系是

∆X � ∆P =
„

2

与谐振子的基态一样,相干态 j˛i满足最小不确定关系.

相空间的平移变换

曾经说过,动量算子是位置平移变换的生成元,位置算子是动量平移变换的生成元. 现在,将二者结合在一起,有相空间

中的平移变换.

考虑如下形式的算子,

D(˛) = e˛a
��˛�a

= exp
˚
Re(˛)(a� � a) + iIm(˛)(a� + a)

	
= exp

�
i

„
(p0X � x0P )

�
因此,算子D(˛)又记作D(x0; p0),

D(x0; p0) = exp
�
i

„
(p0X � x0P )

�

14



其中

x0 =

r
2„

m!
Re(˛); p0 =

p
2„m! Im(˛) (37)

我们会交替使用D(˛)和D(x0; q0).

D(˛),或者D(x0; q0),是酉算子,是相空间的平移算子.

D(x0; p0)XD
�(x0; p0) = X � x01

D(x0; p0)PD
�(x0; p0) = P � p01

可以将D(˛)表示为另一种形式. 因为 [a; a�] = 1,所以可以利用公式

如果 [A; [A;B]] = [B; [A;B]] = 0,那么

eA eB = eA+B e[A;B]/2

(39)

得到

D(˛) = e�j˛j2/2 e˛a
�

e˛
�a

考虑用D(˛)作用于谐振子的基态 j0i,

D(˛) j0i = e�j˛j2/2 e˛a
�

j0i

= e�j˛j2/2
X
n

(˛a�)n

n!
j0i

= e�j˛j2/2
X
n

˛n
p
n!

jni (40)

与 (31)比较,有

j˛i = D(˛) j0i (41)

相干态是在相空间中对谐振子基态进行平移变换的结果.

相干态在位置表象中的波函数

在位置表象中表示 j˛i,也就是

 ˛(x) = hxj˛i = hxjD(˛)j0i (42)

用X 和 P 表示 ˛a� � ˛�a,

˛a� � ˛�a =

r
m!

„

�
˛ � ˛�

p
2

�
X �

i
p

„m!

�
˛ + ˛�

p
2

�
P

然后利用公式 (39),将D(˛)改写为

D(˛) = e˛a
��˛�a = exp

�r
m!

„

˛ � ˛�

p
2
X

�
exp

�
�

i
p

„m!

˛ + ˛�

p
2
P

�
exp

(
˛�2

� ˛2

4

)

15



代入 (42),有

 ˛(x) = exp

(
˛�2

� ˛2

4

) �
x

ˇ̌̌̌
exp

�r
m!

„

˛ � ˛�

p
2
X

�
�

作用于左矢 hxj

exp
�

�
i

p
„m!

˛ + ˛�

p
2
P

� ˇ̌̌̌
0

�

= exp

(
˛�2

� ˛2

4

)
exp

�r
m!

„

˛ � ˛�

p
2
x

� *
x

ˇ̌̌̌
ˇ exp

�
�

i
p

„m!

˛ + ˛�

p
2
P

�
 

空间平移算子,作用于 hxj

ˇ̌̌̌
ˇ0
+

= exp

(
˛�2

� ˛2

4

)
exp

�r
m!

„

˛ � ˛�

p
2
x

� *
x �

r
„

2m!
(˛ + ˛�)

ˇ̌̌̌
ˇ0
+

= exp

(
˛�2

� ˛2

4

)
exp

�r
m!

„

˛ � ˛�

p
2
x

�
 0

 
x �

r
„

2m!
(˛ + ˛�)

!
(43)

回顾 (35)和 (36),可以将 ˛用X 和 P 的期望值表示,于是有

 ˛(x) = ei�˛ eihP i˛x/„  0

�
x � hXi˛

�
其中 ei�˛ = e

˛�2
�˛2

4 .

考虑到谐振子基态波函数  0(x)的具体形式,

 0(x) =

p
ˇ

4
p
�

exp
�

�
1

2
ˇ2x2

�
; ˇ =

r
m!

„

将  0(x)中的 x代之以 x � hXi˛,有

 ˛(x) = ei�˛

�
m!

�„

�1/4

exp

(
�

�
x � hXi˛

2∆X˛

�2
+
i

„
hP i˛ x

)
(44)

其中∆X˛ 是位置算子X 在相干态 j˛i中的标准方差, ∆X˛ =
q

„

2m!
= 1p

2ˇ
. 几率密度

j ˛(x)j
2 =

r
m!

�„
exp

(
�
1

2

�
x � hXi˛

∆X˛

�2)
=

1p
2�(∆X˛)2

exp

(
�
1

2

�
x � hXi˛

∆X˛

�2)
上式呈现 Gauss分布的形式.

考虑波函数  ˛(x)随时间的演化.回顾 (34)式,可以看到,将 (43)中的 ˛代换成 ˛e�i!t ,然后再乘以整体相因子 e�i!t/2,

便得到 t 时刻的波函数  ˛(x; t).这无非是将 (44)中的X 和 P 的期望值改换为 t 时刻的期望值,于是有

 (x; t) = e�i!t/2 ei�˛

�m!
�„

�1/4
exp

�
i
x hP i (t)

„

�
exp

�
�

�
x � hXi (t)

2∆X˛

�2�
其中 hXi (t)和 hP i (t)分别由 (35)和 (36)确定.

在任意时刻 t ,几率密度 j (x; t)j2依旧是 Gauss分布的形式,虽然 Gauss分布的中心 hXi (t)随时间变化,但是标准方

差始终不变.

Overcomplete basis

谐振子的本征态 jni构成了Hilbert空间的一组基. 相干态 j˛i也可以用作基向量,不过,它们不是彼此正交的.

j i =

Z
c(˛) j˛id2˛
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其中

d˛2 = d(Re˛)d(Im˛)

对应于完备性条件
P
n jnihnj = 1,相干态满足

��1

Z
j˛ih˛jd˛ = 1 (45)

证明上述关系.利用 (40)式, Z
j˛ih˛jd2˛ =

X
m;n

Z
˛m˛�n

p
m!n!

e�j˛j2 d2˛ jmihnj

注意到 Z
˛m˛�n

p
m!n!

e�j˛j2 d2˛ = �n!ım;n

将 ˛表示为 rei� ,并且 d2˛ = r dr d� ,容易证明上面的积分. 于是得到 (45).

酉群上的相干态

以上关于谐振子相干态的讨论可以推广到任意酉群. 设酉变换 U˛ 是酉群中的一个元素. 对于 j i 2 H ,

j ˛i = U˛ j i

定义算子 A,

A =
X
˛

j ˛ih ˛j =
X
˛

U˛ j ih jU �˛

算子 A有这样一个性质,对于任意某个 Uˇ ,

UˇAU
�
˛ =

X
˛

UˇU˛ j ih jU �˛U
�

ˇ
= A

因此, A和 Uˇ 对易,

UˇA = AUˇ

如果 Uˇ 属于群的不可约表示,那么根据 Schur引理,

A = c1

求迹,有

cd =
X
˛

h ˛j ˛i := N

其中 d 是Hilbert空间的维数,N 是群元素的个数. 最终有X
˛

j˛ih˛j =
N

d
1

矩阵 d
N

j˛ih˛j便是 POVM的一个元素.

当 ˛连续变化的时候,有 Z
d˛ j˛ih˛j =

N

d
1
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对于谐振子来说,每一个 j˛i来自于相空间的平移变换D(˛)作用于基态 j0i,空间维数 d 和酉变换D(˛)的个数都是无

穷的. 考察 (45)式,它可以表示为 Z
d˛ j˛ih˛j = �

1X
n=0

jnihnj

设想对上式求迹,由于 Tr( j˛ih˛j) = 1,那么左端将给出相干态 j˛i的个数,也就是酉变换 D(˛)的个数;右端将给出

� �空间的维数,所以 c = N
d

= � .

处于相干态的自由粒子

前面讨论了相干态,知道了这样的事实: 如果在开始的时候谐振子处于相干态,那么随后的 (在谐振子的哈密顿量的支配

下的)演化过程中,谐振子始终处于相干态.

现在考虑这样一个问题: 如果自由粒子的初态是相干态,那么在自由粒子的哈密顿量的支配下,相干态如何演化?

在介绍传播子的时候,我们计算过一个类似的问题:初态为Gauss波包的自由粒子随时间的演化.图 1显示,在时间演化

过程中,几率密度 (即 Gauss分布)有弥散,变矮变宽,但是几率密度的分布没有前进,也没有后退,峰值始终在 x = 0处.

也就说,由 (13)式给出的波函数不能很好地体现自由粒子的运动.

Gauss波包相当于谐振子的基态波函数

Gauss波包 谐振子的基态

 Gauss(x) =
1

(2��2)1/4
exp

�
�

x2

4�2

�
 0(x) =

p
ˇ

4
p
�

exp
�

�
1
2
ˇ2x2

�
; ˇ =

q
m!
„

二者间的关系是 1p
2�

$ ˇ.

考虑相干态.相干态来自谐振子的基态在相空间中的平移.位置和动量的平移量分别是 x0 � Re(˛)和 p0 � Im(˛),回顾

(37)式.

设 t = 0时自由粒子的波函数是  ˛(x1; 0),

 ˛(x1; 0) =
ei�˛

4
p
�

p
ˇ exp

�
�

1

2
ˇ2
�
x1 � hXi˛

�2
+
i hP i˛ x1

„

�

自由粒子的传播子由 (11)式给出,令其中的 t1为零,

K(x; t ; x1; 0) =

�
m

2�i„t

�1/2

exp
�
im(x � x1)

2

2„t

�
t 时刻自由粒子的波函数是

 (x; t) =

Z +1

�1

K(x; t ; x1; 0) ˛(x1; 0)dx1

=
ei

�
4 ei�˛

4
p
�

p
ˇ

�(t)
exp

�
�
ˇ2
�
x � hXi˛

�2
2�2(t)

+
i hP i˛ x

„�2(t)
�

i hP i˛ t

2„m�2(t)
�
ˇ2 hXi˛ hP i˛ t

m�2(t)

�
其中 �(t) =

q
1 + i„ˇ2t

m
.

这个形式有些繁,看看几率密度,

j (x; t)j2 =
ˇ

p
�

1q
1 + „2ˇ4t2

m2

exp

˚

�

ˇ2
h
x �

�
hXi˛ +

hP i˛ t
m

�i2
1 + „2ˇ4t2

m2

	
(46)
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t=0 t=2

图 4: hXi˛ 和 hP i˛ 取不同值时几率密度随时间演化的函数图像.

观察一下 j (x; t)j2的函数图像. 在 (46)式中令 „ = m = ˇ = 1. 图 4描绘了 t = 0时和 t = 2时的几率密度的函数图像.

从图中可以看到:

• 左图, hXi˛ = hP i˛ = 0. 这相当于 Gauss波包的演化,与图 1是一回事.

• 中图, hXi˛ = 1, hP i˛ = 0. 自由粒子的初态是对谐振子的基态进行了位置平移的结果,平移量是 x0 = hXi˛ = 1.

几率密度随时间的变化与左图类似,同样没有体现出 “运动”的现象.

• 右图, hXi˛ = 0, hP i˛ = 1. 自由粒子的初态是对谐振子的基态进行了动量平移的结果,平移量是 p0 = hP i˛ = 1,

可以看出几率密度有向右行进的现象.

一维氢原子

在课堂上说的内容来自 [1],似有不妥之处,以下内容来自 [2].其中涉及特殊函数,参考 [3, 4]

一维氢原子的势能是

V (x) = �
e2

jxj

如图 5所示.

哈密顿量的本征函数记作  (x),满足方程

�
„2

2m

d2 (x)

dx2
�
e2

jxj
 (x) = E (x) (47)

关注束缚态,能量 E < 0.

对方程 (47)作无量纲化处理.令

E = �
„2

2ma20˛
2
; x =

1

2
˛a0´; ˛ > 0 (48)

其中 a0是 Bohr半径, a0 = „2

me2
. 方程 (47)改写为

d2 

d´2
�

1

4
 +

˛

j´j
 = 0 (49)

回顾 ` = 0时三维氢原子径向波函数 u(r)的方程

�
„2

2m

d2u(r)

dr2
�
e2

r
u(r) = Eu(r) (50)
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x

V(x)

图 5

与一维氢原子的方程 (47)类似. 但是,这里还不能立即将三维氢原子的结论用于一维氢原子,因为后者的势能不是连续

的. 需要考虑一些特殊函数的内容.

在 ´ > 0区域

当 ´ > 0时,令  (´) = e�
´
2w(´),代入方程 (49),有

´
d2w

d´2
� ´

dw
d´

+ ˛w = 0 (51)

合流超几何函数 (Confluent Hypergeometric function)

微分方程

´
d2F

d´2
+ ( � ´)

dF
d´

� ˛F = 0 (52)

有两个线性无关的解:

Φ(˛;  ; ´); ´1�Φ(˛ �  + 1; 2 �  ; ´) (53)

其中 Φ叫作合流超几何函数,级数表示是

Φ(˛;  ; ´) = 1 +
˛



´

1!
+
˛(˛ + 1)

( + 1)

´2

2!
+
˛(˛ + 1)(˛ + 2)

( + 1)( + 2)

´3

3!
+ � � � (54)

有时候,合流超几何函数又被记作 1F1(˛;  ; ´).

将 (53)式中的两个线性无关解组合为另一类型的合流超几何函数,

Ψ(˛;  ; ´) =
Γ(1 � )

Γ(˛ �  + 1)
Φ(˛;  ; ´) +

Γ( � 1)

Γ(˛)
´1�Φ(˛ �  + 1; 2 �  ; ´)

当 ´ ! 1时渐近行为,

Φ
´!1

�����! e´; Ψ
´!1

�����! ´�˛

回到方程 (51),与方程 (52)比较,可知该方程的解是 Φ(�˛; 0; ´)或者Ψ(�˛; 0; ´). 因而一维氢原子的本征函数可以表示
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为

 (´) � e� 1
2´Φ(�˛; 0; ´); 或者  (´) � e� 1

2´Ψ(�˛; 0; ´)

这里没有考虑归一化常数.

注意到 ´ ! 1时的渐近行为,在 ´ > 0区域,应该选择

 (´) � e� 1
2´Ψ(�˛; 0; ´) := W˛(´); ´ > 0 (55)

现在分析W˛(´),主要是想看看函数Ψ(�˛; 0; ´)的具体形式.

函数Ψ(˛; n + 1; ´)的一种表示形式

当Ψ(˛;  ; ´)中的  取正整数的时候,函数有如下形式

Ψ(˛; n+ 1; ´) =
(�1)n+1

n!Γ(˛ � n)

�
Φ(˛; n+ 1; ´) ln ´

+

1X
r=0

(˛)r´
r

(n+ 1)rr !

n
'(˛ + r) � '(1 + r) � '(1 + n+ r)

o�

+
(n � 1)!

Γ(˛)
´�nΦ(˛ � n; 1 � n; ´)n (56)

其中

• n = 0; 1; 2; � � � ,上式最后一项中Φ的下标 n的意思是,在Φ的级数表示 (54)中,求和只求到第 n项.当 n = 0

时,该项理解为零.

• (˛)r , (n+ 1)r 之类的定义是

(c)r = c(c + 1)(c + 2) � � � (c + r � 1); (c)0 � 1

• 函数 '的定义是

'(s) =
d
ds

lnΓ(s) =
Γ0(s)

Γ(s)

在 [3, 4]中,该函数是用  表示的,这里为了避免与波函数混淆,改用符号 '表示.

上述关于Ψ(˛; n+ 1; ´)的形式并不适用于我们关注的Ψ(�˛; 0; ´),因为 n+ 1不能等于零. 还需要一个公式:

Ψ(˛;  ; ´) = ´1�Ψ(1 + ˛ � ; 2 �  ; ´)

于是,令  = 0,有

Ψ(�˛; 0; ´) = ´Ψ(1 � ˛; 2; ´)

重写 (55)式中的W˛(´),

W˛(´) = e� 1
2´´Ψ(1 � ˛; 2; ´) (57)

利用 (56),再将W˛(´)表示为如下形式,

W˛(´) =
e� 1

2´

Γ(�˛)

�
�

1

˛
+

1X
r=1

(1 � ˛)r

r !(r + 1)!
Ar´

r+1 +
h
ln ´+ '(1 � ˛) � '(1) � '(2)

i 1X
r=0

(1 � ˛)r

r !(r + 1)!
´r+1

�
(58)

其中

Ar =

r�1X
k=0

�
1

k + 1 � ˛
�

1

k + 1
�

1

k + 2

�
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在得到 (58)的过程中,需要利用函数 Φ的级数展开形式,并且利用公式

'(s + 1) = '(s) +
1

s

至此,得到 ´ > 0区域内波函数的表示,

 +(´) = B+W˛(´); ´ > 0 (59)

其中 B+是归一化常数.

´ < 0区域

将 ´ > 0区域的波函数中的 ´换为 �´,得到 ´ < 0区域的波函数,

 �(´) = B�W˛(�´); ´ < 0 (60)

其中 B�是归一化常数.

接着应该考虑在 ´ = 0处波函数的连续性.

连续性与边界条件

在 ´ = 0处,波函数应该连续. 但是,由于势能不是连续的,故不能要求波函数的导数也是连续的.

注 如果势能是有限的,那么从 Schrödinger方程可以看到,  00也是有限的,从而  0是连续的.如果势能存在奇点,那么,

针对  0的可能的边界条件则依赖于势能奇点的性质,并且要从 Schrödinger方程推出. 例如,对于无限深方势阱,没有

关于  0的边界条件,只有关于波函数的边界条件,即  = 0. 对于 ı势,波函数  是连续的, Schrödinger方程决定了  0

的非连续性.

在 ´ = 0处波函数连续,这要求  +(0) =  �(0).根据 (58), (59)和 (60),有

�
1

˛

B+

Γ(�˛)
= �

1

˛

B�

Γ(�˛)

这里,假定 ˛ ¤ 0. 这是因为, E = �
„2

2ma20˛
2 ,如果 ˛ = 0,那么有 E ! �1,这不合理.

又注意到

lim
˛!N

1

Γ(�˛)
= 0; N = 0; 1; 2; � � �

因此有两种情况需要考虑: ˛ =正整数和 ˛ ¤正整数.

当 ˛不等于正整数时

此时 1
Γ(�˛)

¤ 0,于是有边界条件

B+ = B� = B (61)

在这种情况下,波函数是连续的. 能级由 (48)式确定,

E = �
„2

2ma20˛
2

(62)
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其中 ˛的取值是连续的: 除了正整数以外的所有正实数. 能级呈连续分布. 由于N � 1 < ˛ < N ,N = 1; 2; � � � ,因此用两

个正整数N � 1和N 标记能级,将其写为 EN�1;N ,并且将能量本征态写为

 N�1;N (´) = BN�1;NW˛(j´j) (63)

其中WN�1;N (j´j)的函数图像如图 6所示.

�����

�����

z

W (|z|)�

图 6: W˛(j´j)的函数图像,其中 ˛分别取值 0:5和 1:5.

小结:当 ˛不等于正整数时

• 能级 EN�1;N 呈连续分布.

• 能量本征函数  N�1;N (´)是连续函数,是偶函数.

• 能级 EN�1;N 并没有简并.

• 除了在原点处,  N�1;N (´)是可导的. 在原点处  N�1;N (´)的斜率为无穷大. 考察由 (58)式给出的W˛(´),

有

 N�1;N (´)
j´j!0

�����!
BN�1;N

Γ(�˛)

�
�

1

˛
+ j´j ln j´j +O(´)

�
在原点处的导数

 0
N�1;N (´)

j´j!0
�����!

BN�1;N

Γ(�˛)
sgn(´) ln j´j

其中 sgn(´)是 ´的符号. 如果假设 BN�1;N > 0,那么  N�1;N (´)在原点右侧的斜率是 �1,在原点左侧的

斜率是+1.

• 可以将能量本征函数  N�1;N (´)归一化,并给出归一化常数.

当 ˛等于正整数N 时

需要考虑如下两件事情:
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• 由 (58)式给出的W˛(´)会有怎样的形式.

• 边界条件是怎样的.

分析W˛(´)
�� ��

�� ��

将 (58)中的 ˛换成N ,

WN (´) =
e� 1

2´

Γ(�N )

�
�

1

N
+

1X
r=1

(1 �N )r

r !(r + 1)!
Ar´

r+1 +
h
ln ´+ '(1 �N ) � '(1) � '(2)

i 1X
r=0

(1 �N )r

r !(r + 1)!
´r+1

�
(64)

注意到

Γ(s)Γ(1 � s) = � csc(�s) H) Γ(�N ) = �
� csc(N�)
Γ(1 +N )

= �
� csc(N�)

N !
�! ˙1 (见图 7)

'(1) = �;  = lim
m!1

�
1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ � � � +

1

m
� lnm

�
� 0:5772

'(N ) = � +

N�1X
k=1

1

k
(表明 '(N )是有限的)

'(1 � s) = '(s) + � cot(�s) H) '(1 �N ) = '(N ) + � cot(N�) �! ˙1 (见图 8)

根据上述第一个等式,有 1
Γ(�N )

= 0.

s

���s�

图 7: 函数 Γ(�s) (s > 0)的函数图像.

因此,我们只需考虑 (64)式中包含在
˚

� � � � � �
	
中的无穷大项. 仅有的无穷大项是 '(1 �N ),所以将WN (´)改写为

WN (´) = e� 1
2´
'(1 �N )

Γ(�N )

1X
r=0

(1 �N )r

r !(r + 1)!
´r+1 (65)

其中
'(1 �N )

Γ(�N )
´ lim

s!N

'(1 � s)

Γ(�s)
= lim
s!N

'(s) + � cot(�s)

�
� csc(�s)

s!

= (�1)N+1N !

并且,当 r > N 时 (1 �N )r 等于零,这表明 (65)中的求和项的项数是有限的——从 r = 0到 r = N � 1. 最终得到

WN (´) = (�1)N+1N ! e� 1
2´

N�1X
r=0

(1 �N )r

r !(r + 1)!
´r+1 (66)
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s

����s�

图 8: '(1 � s)的函数图像,图中函数的符号换成了  .

现在,我们知道,当 ˛ = N 时,在 ´ > 0区域和 ´ < 0区域,波函数分别是  +(´) = B+WN (´),  �(´) = B�WN (�´),其中

WN (˙´)由 (66)给出.

讨论边界条件�� ��
�� ��

当 ´ = 0时,WN (0) = 0,因此自然有  +(0) =  �(´) = 0,所以,波函数在 ´ = 0处的连续性条件并没有给出 B+和 B�

之间的联系. 但是, B+和 B�之间的联系是必须要知道的,因为归一化条件只能确定一个常数.

仿照 ı势的处理方式: 在原点的邻域 [��;+�]内对 Schrödinger方程作积分. 将方程 (49)中的 ˛改写为 N ,从 ��到+�

对 ´积分,注意 �很小.

对 d2 
d´2 积分, Z +�

��

d2 

d´2
d´ =  0

+(+�) �  0
�(��)

对  积分,  ˙(´) = B˙WN (˙´). 当 ´ ! 0时,WN (´) ! O(´),所以Z +�

��

 (´)d´ � �2

对  
j´j
积分, Z +�

0

 +(´)

´
d´ �

Z +�

0

O(´)

´
d´ � �

从 ��到 0的积分与此类似. 所以,当 � ! 0时,对 Schrödinger方程的积分给出的结论是

 0
+(0) =  0

�(0)

波函数的一阶导数在原点是连续的.

由 (66)式,
dWN (´)

d´

ˇ̌̌̌
´=0

= (�1)N+1N !;
dWN (�´)

d´

ˇ̌̌̌
´=0

= �(�1)N+1N !

所以

 0
˙(0) = ˙(�1)N+1N !B˙ H) B+ = �B� � B

常数 B 可以由归一化条件获得.
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小结:当 ˛等于正整数时

• 波函数在原点处是连续的,波函数的一阶导数在原点处也是连续的.

• 波函数是奇函数,

 N (´) = BN sgn(´)WN (j´j)

• 能级是离散的,

EN = �
me4

2„2N 2
; N = 1; 2; � � � (67)

图 9描绘了N = 1和N = 2时的波函数图像.

N��

N��

z

�N
BN

图 9:当N = 1; 2时能量本征函数的图像,未归一.

一维氢原子的能级

综合以上讨论,一维氢原子的能级包含两种类型: 一是离散的,能级由 (67)给出,对应的本征函数具有奇宇称;一是连续

的,能级由 (62)式给出,对应的本征函数具有偶宇称. 在两种情况下都没有出现简并. 图 10描绘了一维氢原子的能级.
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