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问题 1 X 和 Px 分别是粒子在 x 方向上的位置算子和动量算子,

1. 计算对易子 �
X; exp

�
iaPx

„

��

2. 利用上面得到的结果证明 exp
�

iaPx

„

�
jx0i 是 X 的本征态, 对应的本征值是多少?

问题 2 考虑粒子在一维势 V.x/ 中的运动. 哈密顿量的本质函数记作 '.x/. 证明: 如果

'.x/
x!˙1

������! 0;

那么, 除了相因子的差异, 哈密顿量的本征值是非简并的, 而且 '.x/ 是实函数.

问题 3 一维无限深方势阱, 粒子被限定在 0 < x < a 范围. 初始时刻系统的波函数为

 .x/ D A

�
sin

�
5�x

2a

�
cos

�
3�x

2a

�
� sin

�
�x

a

�
cos

�
2�x

a

��
其中 A 为归一化常数.

1. 初始时刻用仪器测量系统的能量, 发现系统处于基态的几率是多少?

2. 写出 t 时刻系统的波函数.

问题 4 质量为 m 的粒子被限制在宽度为 a 的一维无限深方势阱中, 0 < x < a.

1. 在初始时刻 t D 0, 测量粒子的能量, 发现处于基态的几率是 1
2
, 处于第一激发态的几率也是 1

2
. 写出 t 时刻系统

波函数的一般形式.

2. 在上一个问题中, 如果初始时刻粒子的平均位置 Nx D hXi > a=2, 且偏离势阱中心最远, 求出此时粒子的波函数.

问题 5 粒子被限制在宽度为 a 的一维无限深势阱中, 粒子的初态 j .0/i 是基态和第一激发态的叠加. 考虑 t 时刻

的量子态 j .t/i. 如果允许相位上的差异, 在什么时刻粒子的状态回到初始时刻的量子态? 也就是说, 什么时刻有
j .t/ih .0/j D j .0/ih .0/j?

如果换作一维谐振子呢?

实际上, 这相当于一个 C2 空间中的问题. 在哈密顿量的支配下, 粒子的量子态的演化始终被限制在初态所在的两
维子空间中. 回到初始时刻量子态所用时间取决于能级差. 与自旋 1=2 粒子在匀强磁场中的运动作比较.
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问题 6 在一维定态束缚态问题中, 系统的哈密顿量为

H D
P 2

2m
C V.X/

哈密顿量的本征值设为离散的, 记作 Em, 相应的本征向量记作 jmi.

1. 计算 ŒX; ŒX;H��.

2. 证明 X
n

.En �Em/
ˇ̌
hmjX jni

ˇ̌2
D

„2

2m

问题 7 质量为 m 的粒子在一维势 V.x/ 中运动. 假设其能量为 E D
„2
2

2m
, 相应的本征函数是 '.x/ D

�

2

�

�1=4
e� 1

2 
2x2 ,
这里 
 是一个正实数.

� 计算粒子的平均位置和平均动量.

� 给出势能函数.

� 计算粒子动量的几率密度.

问题 8 考虑粒子在三维空间中的运动. 位置算子是 R D .X; Y;Z/, 定义径向距离算子 R,

R D

p
X2 C Y 2 CZ2

F.R/ 是 R 的算子函数. 粒子在中心对称势场中的势能 V.R/ 就是一个例子.

现在考虑 F.R/ 在动量表象中的表示. 动量的基向量为 jpi. 计算˝
p00
ˇ̌
F.R/

ˇ̌
p0
˛

尽量化简.

问题 9 考虑粒子在三维空间中的运动. 哈密顿量是

H D
P 2

2m
C V.R/

计算对易子 ŒR � P ;H �, 并进一步证明
d
dt

hR � P i D

�
P 2

m

�
� hR � rV i

在什么情况下可以得到与经典力学中的维里 (virial) 定理类比的形式?

问题 10 (Feynman-Hellmann Theorem) 设量子系统的哈密顿量的本征值和本征态分别是 E 和 j'E i, 即

H j'E i D E j'E i

假说哈密顿量包含某个参数 �, 即 H D H.�/, 因而本征值与 � 有关, 即 E D E.�/. 证明�
@H.�/

@�

�
D
@E.�/

@�
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de Broglie 波和粒子的动量有如下关系

p D
h

�

考虑一维运动的 Galileo 变换. 有两个参考系, 分别记作 R 和 R0. 其中 R 相对于 R0 以速度 v 匀速运动. 在这两个
参考系中, 位置坐标和时间分别是 .x; t/ 和 .x0; t 0/, 二者间的联系是

x D x0
C vt 0; t D t 0

在参考系 R 中, 一列行波的波函数可以表示为

f .x; t/ D a sin 2�
 
x

�
� !t

!
其中 a 是振幅, � 是波长, ! 是频率.

在参考系 R0 中, 波函数记作 f 0.x0; t 0/, 而且

f 0.x0; t 0/ D f .x; t/

将 x D x0 � vt 0, t D t 0 代入, 有

f 0.x0; t 0/ D a sin 2�
"
x0

�
�

 
! C

v

�

!
t 0

#
因此, 从 R0 中的观测者看来, 行波的波长没有改变, 仍然是 �, 但是频率变为

!0
D ! C

v

�

频率的变化体现了非相对论情形下的 Doppler 效应.

另一方面, 在两个参考系中粒子的动量有如下关系

p0
D p Cmv

这来自于
@

@x0
D

@

@x
;

@

@t 0
D

@

@t
C v

@

@x
(1)

于是出现了一个关于波粒二象性的佯谬: 在两个不同的参考系中, 虽然 de Broglie 波的波长没有改变, 但是动量却
改变了, 因此, 波粒二象性给出的关系 p D

h
�
是不正确的.

出现这个问题的原因在于, 将量子力学中的波函数当成了描述经典波动现象的波函数. f 0.x0; t 0/ D f .x; t/ 对于经典

波是成立的, 但是不能要求量子力学中的波函数也满足这个条件.

问题 11 考虑一维自由粒子的运动. 在参考系 R0 中, 用 ‰0.x0; t 0/ 表示粒子的波函数. Schrödinger 方程是

i„
@

@t 0
‰0.x0; t 0/ D �

„2

2m

@2‰0.x0; t 0/

@x02
(2)

显然 ‰.x0; t 0/ 的形式是平面波.
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现在要变换到在参考系 R 中. 用 ‰.x; t/ 表示 R 中粒子的波函数. 注意到两个参考系之间微分算子的关系 (3), 将
其代入 (4) 式后, 不能保证 Schrödinger 方程形式不变. 这时应该注意到, 在两个不同的参考系中, 几率密度应该满足

j‰.x; t/j2 D j‰0.x0; t 0/j2

这就意味着两个波函数之间可以有相因子的差别, 即 ‰.x; t/ D ei
‰0.x0; t 0/. 其中 
 是空间和时间的函数.

确定 
 , 使得在参考系中 R 中 Schrödinger 方程形式不变. 然后再尝试解释前面提到的佯谬.
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