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问题 1 以下形式中, 哪些可以用来表示量子态? 哪些是纯态?
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其中在 �5 中, hujui D hvjvi D 1, hujvi D 0.

问题 2 设系统的某个观测量可以在三维复空间 C3 上表示为厄密矩阵 A,
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当系统分别处于下列三种状态时, 计算得到观测结果 0 的几率.
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问题 3 (从另一个角度看纯态的密度矩阵) 设 j i 是 C2 中的单位向量, 即

j i D � j0i C � j1i 2 C2; j�j2 C j�j2 D 1:

因此, j i 中的实参数有三个. 可以认为 j i 对应于 R4 空间中的单位球面 S3 上的点, j i 2 S3.

现在重新考虑 j i 的表示.
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其中 c D ���1, ı 是 � 的幅角. 把 � 和 � 写为

� D �1 C i�2; � D �1 C i�2; �1; �2; �1; �2 2 R:

接着把复数 c 表示为
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于是 .x1; x2/ 是二维平面 R2 上的点, 记作 P 0. 利用 Stereographic projection (见图 1), 可以将 P 0 点映射到单位球 S2

上.
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图 1: Stereographic projection
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图 1: Stereographic projection

连接单位球 S2 的南极点和 P 0 点, 与 S2 的交点记作 P , 点 P 的坐标是 .x; y; ´/, 满足 x2 C y2 C ´2 D 1.

� 用 x; y; ´ 表示 x1 和 x2.

� 进一步地用 �1; �2; �1; �2 表示 x; y; ´.

� 验证如下关系

x D h j �x j i ; y D h j �y j i ; ´ D h j �´ j i :

问题 4 (Pauli 矩阵的性质) 对于 Pauli 矩阵 �x , �y , �´, 考虑下面的问题.
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2. 设 A 和 B 是两个向量算子, 即
A D .Ax ; Ay ; A´/; B D .Bx ; By ; B´/

Pauli 矩阵的向量算子形式记作 � D .�x ; �y ; �´/, 计算
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3. 证明
� 与 � 的三个分量算子都对易的非零二维矩阵必为单位矩阵的常数倍.

� 与 � 的三个分量都反对易的非零二维矩阵不存在.
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其中 � 为实常数, �n D � � n, 这里的 n 是 R3 中的单位向量.

问题 5 某粒子只有三种可能的状态, 分别记作 j 1i, j 2i 和 j 3i. 以这三个态为基, 系统的哈密顿量 H 和某个观测量

X 表示为如下矩阵:
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其中 E0 是一个具有能量量纲的常数, a 是一个具有长度量纲的常数.

1. 写出能量本征态的列向量表示和对应本征值.

2. 如果对 X 做观测, 可能的观测值有哪些? 如果现在观测到粒子位于最大位置处, 粒子具有不同的能量的概率分别
为多少?

问题 6 考虑一个三能级系统. 我们可以在 C3 空间中描述该系统的态. 设在一组特定的基向量 fju1i; ju2i; ju3ig 上, 系
统的哈密顿量 H 和另外两个可观测量 A; B 可以表示为
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其中 !0, a 和 b 均为实常数.

假设在 t D 0 时刻, 系统的初态为
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1. 如果在 t D 0 时刻测量系统的能量, 那么将得到怎样的结果? 几率为多少? 计算系统能量的平均值.

2. 写出 t 时刻系统的态 j .t/i 的形式. 并求出 t 时刻力学量 A 和 B 的期望值 hAi.t/; hBi.t/.

3. 描述在 t 时刻对力学量 A 的测量结果.
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问题 7 (C2 空间中的单位向量, 相位) 设 j 1i, j 2i 和 j 3i 是 C2 中的三个单位向量. 考虑如下形式的内积的相乘,

� D h 1j 2i h 2j 3i h 3j 1i :

一般地, � 是一个复数, 可以写为 � D j�jei
 . 我们关注幅角 
 D arg.�/.
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2. 如果用密度矩阵来说, 可以定义三个矩阵 �i D j i ih i j (i D 1; 2; 3), 而且可以将它们表示为 �i D
1
2
.1 C ni � � /,

写出三个单位向量 ni 的具体形式. 考虑三个单位向量 ni 张成的立体角, 其大小记作 �. 立体角 � 和幅角 
 之

间是什么关系?

3. 分段构造合适的哈密顿量, 实现这样的演化过程: 量子态的 Bloch 向量从 n1 沿 Bloch 球面的测地线 (相当于经
线) 演化到 n2, 再沿测地线 (相当于赤道) 演化到 n3, 最后沿测地线 (相当于另一条经线) 回到 n1. 分段计算几何
相, 再计算整个过程的几何相.

问题 8 (量子 Zeno 效应的 SG 版本) 开始的时候, 磁场方向设定在 ´ 方向. 让一束自旋为 1=2 的粒子通过 SG 装置,
并选择向 C´ 方向偏转的那一束, 即, 被选择的粒子可以用量子态 j0i 描述, j0i 是 Pauli 矩阵 �´ 的本征值为 C1 的本

征向量. 这个过程可以视作初态的制备, 姑且说是第 0 个 SG 实验.

然后, 做第 1 个 SG 实验. 改变磁场的方向, 使之绕 y 轴旋转, 与 ´ 的夹角为 �. 让第 0 步制备的粒子通过该装置,
选择向正方向编转的粒子束.

第 2 个实验: 继续绕 y 轴旋磁场, 使之与 ´ 的夹角为 2�. 让第 1 步得到的粒子束通过该装置, 并选择向正方向偏转
的粒子束.

重复上面的步骤, 在第 n 步, 磁场的方向与 ´ 轴的夹角为 � D n�, 让第 n � 1 步得到的粒子束通过, 选择向正方向
偏转的粒子束.

我们的问题是, 经过 n 步实验后, 还剩下百分之多少的粒子?

进一步地, 令 n ! 1, 并且 � D �=n ! 0, 在该情形下回答上述问题.

在接下来的问题中, 我们要考虑一个复杂一些的表象变换. 自旋为 1 的粒子的自旋角动量 S 在 x, y, ´ 三个方向上
的分量分别记作 Sx , Sy , S´. 它们满足对易关系

ŒSx ; Sy � D i„S´; (1)

以及循环置换的形式. 它们的矩阵形式是
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注意到 S´ 具有对角形式, 可以说这是在 S´ 表象中的表示.
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另一方面, 我们还可以把它们表示为
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可以验证, (2) 中的表示也满足 (1) 式中的对易关系. 以下令 „ D 1.

我们的目的是, 找到一个酉变换 U , 使得 USkU
� D Jk , 其中 k D x; y; ´. 为此, 我们可以先考虑 S´ 和 J´ 的本征向

量, 分别记作 j�i i 和
ˇ̌
�j

˛
, 这里的下标 i; j 2 f�1; 0;C1g, 对应于 S´ 和 J´ 的本征值.
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然后构造一个酉变换 V ,

V D j�C1ih�C1j C j�0ih�0j C j��1ih��1j

容易验证, VS´V
� D J´. 但是, 让 V 作用于 Sx 和 Sy 之后, 发现
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这个结果与 Jx 和 Jy 还有很大差距. 于是考虑对 V 作一个修正, 令
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WS´W
�

D J´;

WSxW
�

D

0BB@
0 0 0

0 0 1

0 1 0

1CCA ; WSyW
�

D

0BB@
0 0 �1

0 0 0

�1 0 0

1CCA :
至此, 变换后的非零矩阵元的位置与 Jx 和 Jy 是相同的了. 但是还需要进一步对 W 作修正才能达到我们的目的.

问题 9 基于上述分析, 写出酉变换 U 的形式.
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