
第四章 量子系统随时间的演化

主要内容

� 对于孤立的量子系统, Schrödinger 方程或者时间演化算子决定了量子态随时间的演化.

� 有两种观点描述量子系统的演化: Schrödinger 图像和 Heisenberg 图像.

� 哈密顿量可以不显含时间, 也可以显含时间, 后者较难处理, 不易获得时间演化算子.

� 随时间演化过程中量子态的相位变化有两方面的来源: 动力学相和几何相.

到目前为止, 我们讨论的内容都不是真正的物理过程, 因为没有出现时间这个重要的参数.

在经典力学中, 在某个时刻物理系统的状态对应于相空间中的点, 其坐标由物理量 (广义坐标和广义动量) 确定. 物
理系统随时间的演化过程表现为相空间中的一条曲线, 系统的哈密顿量支配了演化过程.

在量子力学中, 系统的状态和力学量不是一回事. 既可以考虑量子态随时间的演化, 也可以考虑力学量随时间的演
化. 前者对应于 Schrödinger 图像, 后者对应于 Heisenberg 图像. 不论在哪一种图像中, 哈密顿量是时间演化过程的生
成元.

1

Schrödinger 方程

Schrödinger 方程描述的是孤立量子系统的量子态随时间的变化.

在量子力学中, 孤立的系统随时间的演化是一个酉变换过程, 时间演化算子是

U.t/ D e�iHt=„ (1)

这里, H 是系统的哈密顿量, 暂且假设 H 不显含时间. 量子态随时间的演化表示为

j .0/i �! j .t/i D U.t/ j .0/i D e�iHt=„
j .0/i

为了得到 j .t/i 满足的方程, 对上式求时间的导数, 有

i„
d j .t/i

dt
D H j .t/i (2)

即 Schrödinger 方程.

几点说明.

� 从量子理论的发展历史来说, Schrödinger 首先提出了描述粒子空间波函数的具有波动形式的方程, 然后
Heisenberg 提出了矩阵形式, 再然后 Dirac 将这两种形式统一在变换理论中. 我们采用的是 Dirac 的从变换理论
出发的叙述方式, 这与历史的发展顺序正好相反.
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� 在方程 (2) 中, 我们并没有指明描述量子系统的 Hilbert 空间是怎样的, 这是抽象形式的 Schrödinger 方程. 对于
具体的问题, 需要赋以相应的空间 —— 有限维的或是无限维的, 并选择特定的表象, 然后才能将 (2) 式表示为明
确的形式 —— 关于时间的微分方程组或是关于时间和空间的偏微分方程.

� 在上述讨论中, 我们假设系统的哈密顿量不显含时间, 在这种情况下, 方程 (1) 和方程 (2) 是等价的. 而在一般情
况下, 系统的哈密顿量可以显含时间, 那么我们应该求解 Schrödinger 方程, 而不是直接运用时间演化变换 (1),
实际上, 在这种情况下, U.t/ 不易得到. 关于这一点, 以后在讨论含时问题的时候会给出具体的例子, 不过, 可以
先看看 Sakurai 书 Modern quantum mechanics 72 页的内容.

(2) 式是右矢形式, 相应的左矢形式是

�i„
d h .t/j

dt
D h .t/jH

用密度矩阵表示 j .t/i, 记作  .t/ D j .t/ih .t/j, 容易得到,

i„
d .t/

dt
D ŒH; .t/�

对于混和态, 有相同的形式,

i„
d�.t/

dt
D ŒH; �.t/�

类似于经典力学中的 Liouville 方程.

2

能量表象

现在, 在具体的表象中写出方程 (2) 的形式. 设描述某个量子系统的 Hilbert 空间是有限维的 CN . 该系统的一个观
测量是 A D

P
i ai j˛i ih˛i j. 在 A 表象中, H 的基向量是

˚
j˛i i

	
. 哈密顿量 H D

P
i;j hij j˛i ih˛j j. t 时刻的量子态

j .t/i D
P
i ci .t/ j˛i i. Schrödinger 方程写为

i„

0BBBBB@
Pc1.t/

Pc2.t/

:::

Pcn.t/

1CCCCCA D

0BBBBB@
h11 h12 � � � h1n

h21 h22 � � � h2n
:::

:::
:::

:::

hn1 hn2 � � � hnn

1CCCCCA

0BBBBB@
c1.t/

c2.t/

:::

cn.t/

1CCCCCA :

这是 N 个一阶微分方程组成的方程组, 各个微分方程之间有耦合, 很难求解.

考虑选择 H 表象, 即能量表象 (惯用的说法). 在 H 表象中, H 是对角的, 表示为

H D
X
j

Ej jej ihej j

Ej 是 H 的本征值, 相应的本征向量是 jej i. 在能量表象中, 量子态在 jej i 上展开, 展开系数仍用 cj 表示. 这时
Schrödinger 方程中的耦合被去除了. 容易求得

cj .t/ D cj .0/e
�iEj t=„

实际上, 由于目前我们讨论的是不含时的 H , 求解 Schrödinger 方程等价于用时间演化算子作用于初态. 在能量表
象中, 时间演化算子的形式是对角矩阵,

U.t/ D e�iHt=„
D

X
j

e�iEj t=„ jej ihej j
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于是 t 时刻的量子态是

j .t/i D U.t/ j .0/i D e�iHt=„
j .0/i

或者用密度矩阵表示, 系统从初态 (纯态或者混合态) �.0/ 演化到 t 时刻的 �.t/,

�.t/ D U.t/�.0/U �.t/:

如果系统的初态 j .0/i 碰巧是 H 的某个本征态, 对应的本征值为 E, 即 H j .0/i D E j .0/i, 那么 t 时刻的量子

态是

j .t/i D e�iHt=„
j .0/i D e�iEt=„

j .0/i

容易看到, H j .t/i D E j .t/i, 也就是说, 系统在以后任意时刻的量子态都是 H 的本征态, 且本征值仍然是 E, 量子
态的变化只是体现在相位上, 这就是所谓的定态 (stationary state).

如果初态 j .0/i 不是 H 的本征态, 那么, 在 H 表象中, 时间演化算子是

在能量表象中具有对角形式, 即

U.t/ D diag
�
e�iE1t=„; e�iE2t=„; � � � ; e�iEnt=„

�
系统的初态

j .0/i D
X
j

cj .0/ jej i

在 t 时刻,

j .t/i D
X
j

e�iEj t=„cj .0/ jej i (3)

如果在某个时刻 t , 测量系统的哈密顿量, 那么得到结果 Ej 的几率是

jcj .t/j
2

D je�iEj t=„cj .0/j
2

D jcj .0/j
2

系统处于某个能级的几率没有改变. 当然, 系统的哈密顿量的期望值也没有改变.

一个不恰当的看法

如果看到了 j i D
P
j cj jej i, 很可能说这样的话: 系统以几率 jc0j

2 处于基态, 以几率 jc1j
2 处于第一激发态,

如此等等. 如果这么说, 那么就应该把相应的量子态表示为混和态,

� D
X
j

jcj j
2

jej ihej j

从 j i 到 � 暗含了对哈密顿量的测量过程.

简单的含时情形

在任意两个不同的时刻 t1 和 t2, 系统的哈密顿量彼此对易, 即 ŒH.t1/;H.t2/� D 0. 在任意时刻, 哈密顿量的本征值
Ej .t/ 依赖于时间, 但是本征向量 jej i 是始终不变的. 也就是说, 哈密顿量总是可以表示为对角形式,

H D diag
�
E1.t/ E2.t/ � � � EN .t/

�
(4)
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t 时刻的量子态 j .t/i D
PN
jD1 cj .t/ jej i 满足 Schrödinger 方程

i„
dcj .t/

dt
D Ej .t/cj .t/

容易得到

cj .t/ D cj .0/ exp
�

�
i

„

Z t

0

Ej .t
0/ dt 0

�

在这种情形下, 时间演化算子可以写为

U.t/ D exp
�

�
i

„

Z t

0

H.t 0/ dt 0
�

3

观测量的期望值

3.1 纯态情形

在 H 表象中, t 时刻的量子态由 (3) 式给出, 即

j .t/i D
X
j

cj .t/ jej i ; cj .t/ D cj .0/e
�iEj t=„

在量子态 j .t/i 中, 观测量 A 的期望值是 hAi .t/ D h .t/jAj .t/i, 具体形式是

hAi.t/ D
X
n;m

cn.0/c
�
m.0/ hemjA jeni ei.Em�En/t=„

若 A 不显含时间, 矩阵元 hemjA jeni 不依赖于时间. hAi.t/ 随时间的变化由一系列振荡项相加组成, 各个振荡项的频
率是

!mn D
Em �En

„

频率 !mn 仅仅与 H 有关, 与力学量 A 无关, 与初态无关. 频率 !mn 被称为 Bohr 频率.

如果矩阵元 hemjA jeni (m ¤ n) 为零, 那么就没有相应的振荡现象. 力学量 A 的期望值不随时间变化, 是守恒量.
实际上, 既然矩阵元 hemjA jeni (m ¤ n) 为零, 表明 A 在能量表象中是对角的, ŒA;H� D 0, 这是守恒量应该满足的条
件. 所有与哈密顿量对易的力学量在能量表象中具有对角矩阵的形式, 它们的期望值不随时间变化. 量子态的演化在守
恒量的期望值的意义上具有 ‘‘稳定” 的表现.

如果矩阵元 hemjA jeni 不为零, 或者说 ŒA;H� ¤ 0, 那么 A 的期望值随时间变化. 量子态 j .t/i 的变化相对于力学

量 A 而言不是 ‘‘稳定” 的. 在 j .t/i 观测 A, 得到某个结果 ak (对应的本征向量是 j˛ki) 的几率是

p.ak/ D j h˛kj .t/i j
2

D

ˇ̌̌ X
j

cj .0/e
�iEj t=„ h˛kjej i

ˇ̌̌2
这个几率随时间改变. 我们说, 对于力学量 A 而言, 可以观测到跃迁现象 —— 不同时刻观测到 ak 的几率是不同的.
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3.2 用密度矩阵表示

设 t 时刻系统的量子态是 �.t/, 则观测量 A 的期望值是

hAi .t/ D TrŒA�.t/� (5)

考虑期望值随时间的变化率, 对上式求导,

d
dt

hAi .t/ D
1

i„
hŒA;H�i C

�
@A

@t

�
(6)

这里,
D
@A
@t

E
的来源是, 力学量 A 可能显含时间, 它的形式中可能包含随时间变化的参数. 例如, 含时谐振子的势能是

1
2
m!.t/2x2, 其中频率 ! 随时间变化. 下面推导 (6) 式.

dhAi

dt
D
d

dt
TrŒ�.t/A�

D Tr
�

d�.t/
dt

AC �.t/
@A

@t

�

D Tr
�
1

i„
ŒH; �.t/�AC �.t/

@A

@t

�

D Tr
�
1

i„

�
H�.t/A � �.t/HA

�
C �.t/

@A

@t

�

D Tr
�
1

i„

�
�.t/AH � �.t/HA

�
C �.t/

@A

@t

�

D Tr
�
1

i„
�.t/ŒA;H�C �.t/

@A

@t

�

D
1

i„
hŒA;H�i C

�
@A

@t

�
如果 dhAi

dt D 0, 那么观测量 A 是守恒量. 在 Heisenberg 图像一节中将对守恒量再作讨论.

4

自旋 1/2 粒子在磁场中的运动

本节讨论最简单的量子系统随时间的演化: 自旋 1=2 粒子处于磁场 B 中.

4.1 与电磁学中磁矩的类比

电磁学中, 半径为 a, 面积为 A D �a2 的电流环产生的磁矩

� D AI

而电流强度可以表示为

I D
q

T
D

qv

2�a

令 s D r �mv , s D rmv D amv. 电流强度可以重写为

I D
qs

2Am
; A D �a2
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磁矩

� D
qs

2m

量子情形下, 角动量用算子表示, 记作 S.

对于电子, q D e < 0. 还要考虑电子的 g 因子 ge.

�e D ge
eS

2me
D �

ge�B

„
S

其中 �B 是 Bohr 磁子

�B D
jej„

2me

因子 ge 的近似值为 2, 代入 �e, 并且把角动量 S 写为 „

2
,

�e D
eS

me
D

e„

2me
�

在磁场 B 中, 电子的自旋部分的哈密顿量是

H D ��e � B D �
e„

2me
� � B

4.2 不含时情形

令 B D Bn, !0 D
jejB
me

,

H D
1

2
„!0n � � D

1

2
„!0�n

H 的本征值是 ˙
1
2
„!0. 基态是 jn�i, 激发态是 jnCi. jn˙i 是 �n 的本征向量, 当然也是 H 的本征向量.

设 B D Be´, H D
1
2
„!0�´. 设系统的初态

j .0/i D

0BBB@
e�i �

2 cos �
2

ei
�
2 sin �

2

1CCCA :
j .0/i 的 Bloch 向量是

r.0/ D .sin � cos�; sin � sin �; cos �/:

求解 Schrödinger 方程

i„

0@ Pc0.t/

Pc1.t/

1A D
1

2
„!0

0@1 0

0 �1

1A 0@c0.t/
c1.t/

1A :
立即有

j .t/i D

0@cos �
2
e�i

�C!0t

2

sin �
2
ei

�C!0t

2

1A

6



或者, 直接计算

j .t/i D U.t/ j .0/i :

时间演化算子 U.t/ 的形式是

U.t/ D e�iHt=„
D e�i

!0t

2 �´ D 1 cos
!0t

2
� i�´ sin

!0t

2

又可以用密度矩阵表示,

i„
d�.t/

dt
D ŒH; �.t/�;

�.t/ D U.t/�.0/U �.t/:

�.0/ D
1

2
.1 C r.0/ � � /:

考虑 U.t/�iU
�.t/, i D x; y; ´, 可以得到

r1.0/�x C r2.0/�y C r3.0/�´
U.t/

����!

�x
�
r1.0/ cos!0t � r2.0/ sin!0t

�
C�y

�
r1.0/ sin!0t C r2.0/ cos!0t

�
C�´ r3.0/

于是获得 Bloch 向量的变换,

r.0/ �! r.t/ D R.´; !0t /r.0/:

其中 R.´; !0t / 表示 R3 空间中绕 ´ 旋转角度 !0t 的变换矩阵. r.t/ 的具体形式是0BB@
rx.t/

ry.t/

r´.t/

1CCA D

0BB@
cos!0t � sin!0t 0

sin!0t cos!0t 0

0 0 1

1CCA
0BB@
rx.0/

ry.0/

r´.0/

1CCA (7)

自旋角动量 S 在 t 时刻的期望值是

hSxi.t/ D
„

2
sin � cos.� C !0t /;

hSyi.t/ D
„

2
sin � sin.� C !0t /;

hS´i.t/ D
„

2
cos �:

	

(8)

注意到 S´ 的期望值不随时间变化, 它是守恒量. 而 Sx 和 Sy 的期望值随时间变化 —— 它们与 H 不对易, 不是守恒
量. 期望值向量 hSi .t/ 绕 ´ 轴以角速度 !0 进动, 表现出与 Bloch 向量相同的运动行为. 上述结果可以类比于经典电
磁学中的磁矩在匀强磁场中的运动行为, 即 Larmor 进动, 因此 !0 被称为 Larmor 频率.
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如果哈密顿量是 f 1 C
1
2
„!0�´

态的演化多出来一个相因子

exp
�

�
i

„

Z t

0

f .t 0/ dt 0
�

在密度矩阵的表达式中, 看不到这个相因子.

也就是说, 在 C2 空间中, 有无穷多条演化路径对应于 ray space (这里是 Bloch 球面) 中的一条路径.

如果哈密顿量形如 a�´ C b�x , a; b 2 R

这样的哈密顿量对应于某个 �n.

4.3 含时情形

简单的含时情形

如果磁场的方向不变, 但是大小随时间变化, 那么系统的哈密顿量属于 (4) 式描述的情形. 例如

H D
1

2
„!0.t/�´

其中的 !0.t/ 是时间的函数. 这是形如 (4) 式的哈密顿量, 容易得到 t 时刻的量子态.

一个可解的模型

磁场绕 ´ 轴进动, 但大小不变.

B.t/ D B0e´ C B1.cos!tex C sin!tey/

可以将 B.t/ 表示为

B.t/ D Bn.t/

其中 B D

q
B20 C B21 是磁场的大小, n.t/ 表示磁场的方向,

n.t/ D

�
B1

B
cos!t B1

B
sin!t B0

B

�
哈密顿量是

H.t/ D �� � B D
1

2
„!0�´ C

1

2
„!1.�x cos!t C �y sin!t/ (9)

其中

!0 D
jejB0

m
; !1 D

jejB1

m

哈密顿量的本征值不随时间改变, 始终是 ˙
„

2

q
!20 C !21 , 相应的本征向量随时间改变, 分别是 jn.t/˙i, 它们是哈密顿

量的瞬时本征向量. 以后讨论绝热近似的时候, 将选择 jn.t/i 作为基向量. 目前, C2 空间的基向量仍然是 �´ 的本征向

量 j0i 和 j1i.

考虑 Schrödinger 方程

i„
d j .t/i

dt
D H.t/ j .t/i
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可以直接求解, 不过, 可以考虑一下旋转坐标系. B.t/ 绕 ´ 轴旋转, 在一个绕 ´ 轴旋转的参考系看来, 磁场的旋转角速
度会发生变化. 在绕 ´ 轴以角速度 ! 旋转的参考系中, 磁场不旋转.

我们用酉矩阵 V.t/ 表示绕 ´ 轴旋转 !t 的酉变换, 其形式是

V.t/ D exp
�

�i
!t

2
�´

�
:

参考系的变化, 视作表象的变换. 通过 V.t/, 变换到旋转参考系中.

QH.t/ D V �.t/H.t/V .t/ D
1

2
„!1�x C

1

2
„!0�´;

j Q .t/i D V �.t/ j .t/i :

下面将看到, 变换后哈密顿量不再显含时间.

变换前的 Schrödinger 方程

i„
d j .t/i

dt
D H.t/ j .t/i

将 j .t/i D V j Q .t/i 代入, 有

i„
d j .t/i

dt
D i„V

d j Q .t/i

dt
C
1

2
„!�´ j .t/i D H.t/ j .t/i

在第二个等号的两端左乘 V �.t/, 在最右端将出现 QH.t/, 再将 QH.t/ 的形式代入, 得到在旋转参考系中的方程,

i„
d j Q .t/i

dt
D

�
1

2
„!1�x C

1

2
„.!0 � !/�´

�
j Q .t/i (10)

令 � D ! � !0

Heff D
1

2
„!1�x �

1

2
„��´ D

1

2
„�n � �

� D

q
!21 C�2; n D .sin �; 0; cos �/

sin � D
!1q

!21 C�2
; cos � D

��q
!21 C�2

Ueff.t/ D exp
�

�
i

„
Heff t

�
D 1 cos

�t

2
� i�x

!1

�
sin

�t

2
C i�´

�

�
sin

�t

2
(11)

最终,
j .t/i D exp

�
�i
!t

2
�´

�
Ueff.t/ j .0/i (12)

这里, 时间演化算子 U.t/ 的形式不能简单地表示为

exp
�

�
i

„

Z t

0

H.t 0/ dt 0
�

9



这是因为, 不同时刻的 H.t/ 不对易. 需要求解 Schrödinger 方程.

可以从 (12) 式写出时间演化算子 U.t/,

U.t/ D exp
�

�i
!t

2
�´

�
Ueff.t/ (13)

但是, 需要注意的是, 上述形式的酉变换并不满足 U.t1/U.t2/ D U.t1 C t2/, 原因在于, 作为生成元的哈密顿量 H.t/ 是

含时的.

� 从 j .0/i 到 j .t/i 的酉变换的形式不再具有简单的形式.

� 最好从 Schrödinger 方程出发求解 t 时刻的态.

表象的变换会改变 Schrödinger 方程的形式么?

如果只是形式上的变换, 即数学运算意义上的, 不涉及时间的变换, 那么有

i„
d j .t/i

dt
D H j .t/i

+

j .t/i D U
ˇ̌

Q .t/
˛
; H D U QHU �

i„
d

ˇ̌
Q .t/

˛
dt

D QH j Q .t/i

这时, Schrödinger 方程的形式不变. 但是, 上面的含时问题中用到的表象变换与时间有关, 方程的形式因之发生
改变. 注意出现在 (10) 中的哈密顿量是 Heff 而不是 QH .

下面讨论这样两个问题:

1. 跃迁几率.

2. 绝热过程.

假设粒子的初态是 j .0/i D j0i, 即初始时刻粒子的自旋方向指向 C´. 如果在 t 时刻测量 �´ (或者说自旋角动量的
´ 分量), 那么得到 �1 的结果 (或者说得到自旋向下) 的几率是多少? 这个几率就是跃迁几率, 记作 pC1!�1.

pC1!�1 D j h1j .t/i j
2

内积

h1j .t/i D h1j exp
˚
�i !t

2
�´

	
Ueff.t/ j .0/i

D ei
!t
2 h1jUeff.t/ j0i

D ei
!t
2

�
� i

!1

�
sin

�t

2

�
所以, 跃迁几率是

pC1!�1 D
!21
�2

sin2
�t

2

10



当 �t
2

D
�
2
; 3�

2
; � � � 时, 跃迁几率达到最大, 最大值为

!21
!21 C�2

6 1

如果 � D 0, 那么跃迁几率为 1. 我们称这种情况为共振. 在共振时刻, 粒子的自旋指向发生翻转. 此时 � D !1. 注意
到 !1 / B1. 足够强的横向磁场可以在短时间内实现翻转.

在共振情形下,

Ueff.t/ D exp
�

�
i

„
Heff t

�
D 1 cos

�t

2
� i�x

!1

�
sin

�t

2
C i�´

�

�
sin

�t

2www� � D 0; � D !1

U res
eff .t/ D e�i

!1t

2 �x

时间演化算子是

U res.t/ D e�i !t
2 �´ e�i

!1t

2 �x

当 !1t D � 时, U res
eff .

�
!1
/ D �i�x , 导致了从 j0i 到 j1i 的翻转 (有整体相因子的差异).

下图显示的是非共振情形, 参数选择为

� D
�

6
; !0 D 1; ! D 0:8; !1 D 1; � D �0:2

接近共振的时候, Bloch 向量描绘的路径就不是很混乱了. 下图对应的的参数是

� D
�

6
; !0 D 1; ! D 0:99; !1 D 1; � D �0:01
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当初态为 j0i 的时候, Bloch 向量的变化如下图所示.

再考虑绝热过程. 在以后讨论近似方法的时候会对绝热过程进行更详细的分析, 这里只给出一个形象的图像.

逐步减小横向磁场绕 ´ 转动的频率, 即减小 !. 而且, 在 t D 0 时刻, 我们让粒子初态的 Bloch 方向与磁场 B.0/ 一

致, 此时它们都位于 x´ 平面内, 与 ´ 轴的夹角为 � .

12
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选择如下参数

� D
�

4
; !0 D 1; ! D 0:1; !1 D 1; B D 1:1

在下图中可以看出, 磁场绕 ´ 轴旋转的频率设为 ! D 0:1. 我们看到, 随着磁场的进动, Bloch 向量在磁场方向周围晃
动, 并大体上跟随进动. 如果把 ! 设置得更小, 那么 Bloch 向量基本上与磁场同步进动.

稍作进一步的说明. 哈密顿量 H.t/ 显含时间. 在任意某个时刻 t , 瞬时本征值和本征向量分别记作 Ej .t/ 和

j'j .t/i, j D 0; 1,

H.t/ j'j .t/i D Ej .t/ j'j .t/i

注意, 这里的 j'j .t/i 并不描述系统量子态随时间的演化, 而只是求解 H.t/ 的本征态得到的结果. 量子态随时间的演
化是由 Schrödinger 方程 i„ dj .t/i

dt D H.t/ j .t/i 决定的. 我们当然可以把 j .t/i 表示为

j .t/i D
X
j

cj .t/ j'j .t/i

然后把上述表达式代入 Schrödinger 方程, 接着求解 cj .t/. 这种做法留待讨论绝热近似的时候再说. 在这里我们只是
形象地描述一下绝热过程.

当 ! 很小的时候, 如果初态 j .0/i D j'0.0/i, 那么在以后某个时刻 t , 有 j .t/ih .t/j ' j'0.t/ih'0.t/j. 这反映在 t

时刻的 Bloch 向量基本上与该时刻的磁场方向重合, 而该时刻的磁场方向就是 j'0.t/i 的 Bloch 向量的方向.

5

Heisenberg 图像
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5.1 主动观点和被动观点

考虑测量力学量 A 得到结果 aj 的几率随时间的变化,

pj .t/ D
ˇ̌
h˛j jU.t/j .0/i

ˇ̌2 (14)

有两种观点看待上面的结果.

1. 主动观点: 将酉变换 U.t/ 作用于初始时刻的态矢量 j .0/i, 使之变化到 t 时刻的 j .t/i. 这是 Schrödinger 图像.

2. 被动观点: 将酉变换 U.t/ 向左作用于 Hilbert 空间的对偶空间的基向量 h˛j j. 这是 Heisenberg 图像.

现在考虑 Heisenberg 图像. 系统的量子态不再随时间演化, 而观测量随时间演化, 这表现为观测量 A 的本征向量的

改变:

h˛j .t/j D h˛j jU.t/

或者用右矢形式表示为

j˛j .t/i D U �.t/ j˛j i (15)

5.2 Heisenberg 运动方程

力学量 A 随时间的变化是

A.t/ D U �.t/A.0/U.t/; A.0/ D A (16)

仍然认为这是力学量随时间变化的积分形式. 对 A.t/ 求时间的导数, 得到

dA.t/
dt

D
dU �.t/

dt
AU.t/C U �.t/A

dU.t/
dt

C U �.t/
@A

@t
U.t/

D �
1

i„
U �.t/H.t/AU.t/C

1

i„
U �.t/AH.t/U.t/C U �.t/

@A

@t
U.t/ (17)

在上面最后的表达式中, 令

AH.t/ D U �.t/AU.t/; HH.t/ D U �.t/HU.t/ (18)

它们分别是 t 时刻观测量 A 和哈密顿量 H 在 Heisenberg 图像中的形式, 实际上就是 (16) 式所表示的观测量随时间
的演化. 在 (17) 式中再令 �

@A

@t

�H
� U �.t/

@A.0/

@t
U.t/

得到 Heisenberg 运动方程
dAH

dt
D

1

i„

�
AH;HH�

C

�
@A

@t

�H
(19)

可以与力学量的期望值的方程 (6) 比较.

d
dt

hAi .t/ D
1

i„
hŒA;H�i C

�
@A

@t

�
注意, 这里的期望值 hAi .t/ 可以在 Schrödinger 图像中理解为

hAi .t/ D TrŒA�.t/�

14



也可以在 Heisenberg 图像中理解为

hAi .t/ D TrŒA.t/�.0/�

另有一个需要注意的地方: 当观测量或哈密顿量显含时间的时候, 处理 Heisenberg 方程是一件很麻烦的事. 在下一
节中举例说明.

5.3 守恒量, 运动常数

在 Schrödinger 图像中, 如果在任意时刻的量子态 �.t/ 中, 观测量 A 的期望值不随时间改变, 那么它是守恒量, 即

d hAi .t/

dt
D 0 H) A 是守恒量

在 Heisenberg 图像中,

dAH

dt
D 0 H) A 是守恒量

如果 A 不显含时间, 即 @A
@t

D 0, 那么由方程 (6),

ŒA;H� D 0 H)
d hAi .t/

dt
D 0 H) A 是守恒量

由方程 (19),

ŒAH;HH� D 0 H) A 是守恒量

注意到 ŒA;H� D 0 和 ŒAH;HH� D 0 是等价的.

不论在经典力学还是在量子力学中, 系统的守恒量都具有重要意义. Noether 定理从经典力学一直延伸到量子场论.

6

Heisenberg 图像中的自旋 1=2 粒子

6.1 哈密顿量不显含时间

在 4.2 节中, 磁场的大小和方向都不随时间变化, 系统的哈密顿量不显含时间. 现在考虑观测量随时间的变化. 时间演
化算子是

U.t/ D e�i
!0t

2 �´ D 1 cos
!0t

2
� i�´ sin

!0t

2
D diag

�
e�i

!0t

2 ei
!0t

2

�
讨论自旋角动量的 x 方向上的分量 Sx 随时间的演化, 由于 Sx D

„

2
�x , 我们把 �x 视作观测量.

�x.t/ D U �.t/�xU.t/ D �x cos!0t � �y sin!0t

类似地可以得到 �y 和 �´ 随时间的演化, 我们把结果写成如下形式,0BB@
�x.t/

�y.t/

�´.t/

1CCA D

0BB@
cos!0t � sin!0t 0

sin!0t cos!0t 0

0 0 1

1CCA
0BB@
�x.0/

�y.0/

�´.0/

1CCA (20)
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与 Bloch 向量的演化形式 (7) 比较, 可以看到, 二者是类似的. Bloch 向量实际上是 Pauli 矩阵的期望值, 也就是说0BB@
h�xi .t/˝
�y

˛
.t/

h�´i .t/

1CCA D

0BB@
cos!0t � sin!0t 0

sin!0t cos!0t 0

0 0 1

1CCA
0BB@

h�xi .0/˝
�y

˛
.0/

h�´i .0/

1CCA
上式的含义是, � 的三个分量算子的期望值构成 R3 中的向量, 表明 � 是一个向量算子, 在以后介绍角动量的时候将讨
论标量算子和向量算子.

6.2 哈密顿量显含时间

在 4.3 节中讨论磁场绕 ´ 轴进动的情形, 这是一个含时问题. 现在考虑观测量 �´ 随时间的变化.

首先需要时间演化算子 U.t/, 这由 (13) 式给出. 然后利用 (16) 或者 (18) 式计算 �H
´ .t/, 具体结果是

�H
´ .t/ D

�
�
2!1�

�2
sin2

�t

2

�
�x C

�
!1

�
sin�t

�
�y C

�
1

�2
.�2 C !21 cos�t/

�
�´

这个计算过程肯定有些繁琐. 稍微简单一些的办法是考虑 �´ 的本征向量在 (15) 式作用下的演化,

j0.t/i D U �.t/ j0i ; j1.t/i D U �.t/ j1i

从而给出

�H
´ .t/ D j0.t/ih0.t/j � j1.t/ih1.t/j

接着考虑在 Heisenberg 图像中哈密顿量的形式. 由于哈密顿量显含时间, 所以有必要对 H S.t/ 和 HH.t/ 再作说明.
上标 S 表示 Schrödinger 图像, H S.t/ 就是 (9) 式给出的 H.t/. 而 HH.t/ 是 Heisenberg 图像中的哈密顿量, 在 HH.t/

的形式中, 不仅含有显含时间的函数引起的变化, 而且还包含动力学演化给出的贡献. HH.t/ 的具体形式是

HH.t/ D hx.t/�x C hy.t/�y C h´.t/�´

其中

hx.t/ D
!1„

�
� !0�C !21 C�.�C !0/ cos�t

�
2�2

hy.t/ D
!1„.�C !0/ sin�t

2�

h´.t/ D
„
�
�.!0� � !21/C !21.�C !0/ cos�t

�
2�2

最后来考察一下共振情形下的结果. 当 � D 0 时, 出现了共振现象, 此时 � D !1. 在这种情形下,

HH.t/ D
„

2

�
�x!1 C �y!0 sin!1t C �´!0 cos!1t

�
�H
´ .t/ D �y sin!1t C �´ cos!1t

可以看到, 在共振情况下, Heisenberg 图像中的哈密顿量就像是自旋 1=2 粒子在一个绕 x 轴以角速度 !1 进动的磁场

中的哈密顿量, 而自旋角动量的 ´ 分量则是以角速度 !1 绕 x 轴进动. 再注意到 �H
´ .0/ D �´, 以及 �H

´

�
�
!1

�
D ��´, 这

体现了共振时在特定时刻实现了自旋翻转.
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7

几何相

在时间演化 U.t/ 的过程中, 总的相位改变定义为 .t/ D arg h .0/j .t/i. 一个很自然的问题是: 总的相位差是量子态
的动力学演化的结果吗? 话句话说, 总相位 .t/ 是可积的吗?

首先需要说明动力学演化带来的相位改变. 系统的动力学演化是在哈密顿量支配下的演化. 在量子力学中,
Schrödinger 方程 (或者时间演化算子) 决定了量子态随时间的变化, 即

j .0/i �! j .t/i D U.t/ j .0/i

如果相位差 .t/ 可以表示为无穷过程的积分, 那么整体相位是可积的.

考虑无穷小过程, 从 t 到 t C dt . 量子态的改变是 j .t/i �! j .t C dt/i, 相位的改变是

dd D arg h .t/j .t C dt/i

注意到

j .t C dt/i D j .t/i C j P .t/i dt; (21)

h .t/j .t C dt/i D 1C h .t/j P .t/i dt (22)

并且 h .t/j P .t/i 是纯虚数, 这是因为

h .t/j .t/i D 1;

h .t/j P .t/i C h P .t/j .t/i D 0:

所以

dd .t/ D arctan
�

� i h .t/j P .t/i dt
�

� �i h .t/j P .t/i dt; (23)

Pd D �i h .t/j P .t/i (24)

从 t D 0 到 � 时刻的动力学相就是

d .�/ D �i

Z �

0

h .t/j P .t/i dt D �
1

„

Z �

0

h .t/jH.t/ j .t/i dt

但是, 总相位 .�/ 却不一定等于总的动力学相, 二者的差是几何相,

g.�/ D .�/ � d .�/ (25)

一个简单的例子

考虑 4.2 节中描述的自旋 1=2 粒子在匀强磁场中的演化. 设初探是 j .0/i D cos �
2

j0i C sin �
2

j1i, 在 t 时刻,
量子态是

j .t/i D U.t/ j .0/i D e�i
!0t

2 cos
�

2
j0i C ei

!0t

2 sin
�

2
j1i

17



t D 0 时的量子态和 t D � 时刻的量子态的总的相位差是

t .�/ D arg h .0/j .�/i D � arctan
h

cos � tan
!0�

2

i
从初始时刻 t D 0 到 � 时刻的动力学相是

d .�/ D �i

Z �

0

�
� i

!0

2

�
cos � dt D �

!0�

2
cos �

显然 t ¤ d , 因而几何相 g.�/ 是

g.�/ D.�/ � d .�/

D � arctan
h

cos � tan
!0�

2

i
C
!0�

2
cos �

特别地, 当 � D T D
2�
!

, 量子态的 Bloch 向量回到了初始位置, 这是 Bloch 向量的循环演化,

 .0/ D j .0/ih .0/j D j .T /ih .T /j D  .T /

但是 j .T /i D � j .0/i, 总的相位差是 .T / D � , 动力学相 d .T / D �� cos � ,

g.T / D �.1C cos �/ mod 2�

形象地说, Bloch 向量在 Bloch 球面上路径是闭合的, 有相应的立体角. 几何相等于路径围成的立体角的一半.
对于非闭合的路径, 用测地线连接起点和终点, 构成立体角, 仍然有 ‘‘立体角的一半” 的结论.

在上面的例子中可以看出几何相的 ‘‘几何” 意义: 不依赖于动力学过程, 而是由 base space (这里是 Bloch 球面) 中
的路径决定的.

需要对 ‘‘不依赖动力学过程” 作说明. 在上面的例子中, 可以让磁场的大小随时间改变, 但保持方向不变. 也就是说,
!0 可以是时间的函数, 因此, Bloch 向量不再是绕 ´ 作匀角速度进动. 这是一个不同的动力学演化过程, Bloch 向量的
循环演化也需要不同的时间, 但是 Bloch 向量在 Bloch 球面上的路径保持不变. 对于给定的路径, 不同的动力学过程有
相同的几何相.

还可以注意到, 如果 (24) 式中的 h j P i D 0, 那么动力学相等于零, 总的相位差就等于几何相. 这种情况被称为平
行输运 (parallel transport). 在上面的例子中, h .t/j P .t/i D �i !0

2
cos � ¤ 0, 所以不是平行输运. 但是, 可以对哈密顿

量的形式稍作改变, 实现平行输运. 设 H.t/ D �
„!0

2
cos � CH0, 其中 H0 D

1
2
„!0�´. 与 H.t/ 对应的时间演化算子是

U.t/ D exp
�
i
!0t

2
cos �

�
exp

�
� i

!0t

2
�´

�
上式第一项是一个相因子, 可以消除动力学相.

对于 base space 中的一条路径, 在态空间 (即 Hilbert 空间) 中有无穷多条路径与之对应, 其中有且仅有一条路径是
平行输运.
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